
4 هنیزگ 1

(x + y) − (y + z) = 14 ⇒ x − z = 14

(x + y + z) − y = x + z = 20

⇒ x = 17 , z = 3 n(B − A) = Z = 3

:نیاربانب ؛تسا  ةدنرامش 2 هنیزگ

.دوشیم عبات  ياهبترم جوز هک وضع بترم جوز  فذح اب نیاربانب

2y −2 172

y =2 0, 4, 9, 25 → y = 0, ±2, ±3, ±5

3f

1 هنیزگ

.مینک فذح ار دنراد ربارب لوا ياهوضع هک وضع  لقادح تسیابیم

3

f =

{ (30 ,0) , , , , , , ,
(15 , 1)

(15 , −1)
(10 , 2)

(10 , −2)
(6 , 4)

(6 , −4)
(5 , 5)

(5 , −5)
(3 , 9)

(3 , −9)
(2 , 14)

(2 , −14)
(1 , 29)

(1 , −29) }
7

.دوشیم یلوزنً ادیکا عبات سپ ،دنسریم  دِرف ددع ناوت هب هک تسا یلوزنً ادیکا عبات ود عومجم زتنارپ نورد4 هنیزگ 43

(fof)(x) < f(2 ) ⇒−3x f(f(x)) < f(2 ) →−x 3 f(x) > (2 ) ⇒−x 3

 (( ) +
2

1 x log x) >0٫5
3 (( ) ) →

2

1 x 3 ( ) +
2

1 x log x >0٫5 ( ) ⇒
2

1 x log x >0٫5 0 ⇒ x ∈ (0 , 1)

:میراد رادقم نیا يازاهب اذل دراد دوجو هطباض ود ره رد  نوچ2 هنیزگ 5∣x∣ = 1

+1 + 3 2a = a + 5 ⇒ a = 3

⇒ f(3) = 3 × 3 +2 5 = 32

1 هنیزگ

:میراد سپ تسا عبات  نوچ

.تسا لوبق لباق  و تسا لوبقلباق ریغ  نیاربانب

6

f = (7, 1 − 3n ), (1, −1), (2, n), (7, −2n), ( , 2)2

n

1

f

(7, 1 − 3n ) ∈2 f , (7, −2n) ∈ f

⇒ 1 − 3n =2 −2n ⇒ 3n −2 2n − 1 = 0
بيارض عومجم

رفص

n = 1, n = −
3

1

n رگا= 1 ⇒ (1, −1) ∈ f , (1, 2) ∈ f

n = 1n = −
3

1

⇒ f(2) = n ⇒ f(2) = −
3

1

1
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3 هنیزگ

 

7

3n −2 1 = 2n ⇒ 3n −2 2n − 1 = (n − 1)(3n + 1) = 0

{ n = 1 ⇒ (1, 1), (1, 2) ∈ f ق ق غ

n = ⇒ f(3) = = −3
3

−1

n

1

. سپ ؛تسا رسک جرخم ۀشیر 1 هنیزگ

 :میراد سپ ،تسا هتسویپ  رد عبات نوچ

8x = 2٫5c = 10

x = 1

=
4 − 10

2 + a + b
4 − 5

⇒ a + b = 4

.دشاب رفص اب ربارب عطاقت ۀطقن ضرع دیاب .دنتسه عطاقتم اه روحم يور  و  عباوت هک اجنآ زا 4 هنیزگ 9ggofx

g(x) = 0 ⇒ =3 + ax 0 ⇒ x = (a =
a

−3
 0)

(gof)(x) = 0 ⇒ =3 + a(2 − x) 0
x=

a
−3

=2a + 6 0 ⇒ a = −3

4 هنیزگ

.دتفایم قافتا ریز تلاح ود زا یکی ،دشاب عبات ۀنماد زا ياهعومجمریز  ةزاب رگا

ای

10

f(x) = ,
x − 1

9 − x2

9 − x ≥2 0 ⇒ x ≤2 9 ⇒ −3 ≤ x ≤ 3

x − 1 = 0 ⇒ x = 1 ⇒ D =f [−3, 3] − {1} = [−3, 1) ∪ (1, 3]

I = (k − 2, 3k + 2)

I ⊆ [−3, 1) ⇒ { k − 2 ≥ −3
3k + 2 < 1

⇒ { k ≥ −1

k < −
3

1 ⇒ −1 ≤ k < − (1)
3

1

I ⊆ (1, 3] ⇒ { k − 2 > 1
3k + 2 ≤ 3

⇒ { k > 3

k ≤
3

1 ⇒ ∅ (2)

(1) ∪ (2) ⇒ −1 ≤ k < −
3

1
⇒ k ∈ [−1, − )

3

1

.دیهد رارق رفص زا رتگرزب ار متیراگل يولج ترابع تسا یفاک :لوا شور4 هنیزگ

.دنتسه  قلطمردق لخاد ياههشیر

11

∣x −2 2∣ − x > 0 → ∣x −2 2∣ > x

± 2

x < − →2 x −2 2 > x → x −2 x − 2 > 0 → (x − 2)(x + 1) > 0 → x < −1 x اي< 2

طرش اب کارتشا
x < − 2

2

فیلا يروکنک_هس ات کی لصف روکنک مهدزاود یضایر
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.میسریم  ای  هب هدمآ تسدهب ياهباوج عامتجا زا

.مینکیم لح يراذگددع شور هب :مود شور

≤2 x ≤ →2 −x +2 2 > x → x +2 x − 2 < 0 → (x + 2)(x − 1) < 0

→ −2 < x < 1
طرش اب کارتشا

−2 < x < 1

x > →2 x −2 2 > x → x −2 x − 2 > 0 → (x − 2)(x + 1) > 0 → x < −1 x اي< 2
طرش اب کارتشا

x > 2

x > 2x < 1

x = 2 → دوشیم یفنم متيراگل یولج→ 3 دنوش یم فذح2 و یاههنيزگ

x = −1 → دوشیم تبثم متيراگل یولج→ دوش یم فذح1 ۀنيزگ

:تسا ریز تروص هب لاکیدار ریز ترابع تملاع نییعت لودج .دشاب یفنمان دیاب ،جوز ۀجرف اب لاکیدار ریز ترابع1 هنیزگ

 .درادن دوجو یحیحص ددع چیه ، عبات ۀنماد رد

12

D =f (0, 1)

f

.میهد لاقتنا پچ تمس هب دحاو  ار  رادومن دیاب  رادومن مسر يارب1 هنیزگ

 هدشهداد لکش هب هجوت اب 

13f(x + 2)f(x)2

D =f R ⇐

− ≥
f(2 + x)

f(x)
0 ⇒ ≤

f(2 + x)
f(x)

0

⇒ ⎩⎨
⎧f(x) ≥ 0 , f(2 + x) < 0

اي

f(x) ≤ 0 , f(2 + x) > 0

⇒ ⎩⎨
⎧f(x) ≥ 0 , f(2 + x) < 0 ⇒ [−2,0] ∪ [1, ∞) ∩ (−2, −1) ∪ (−∞, −4) ⇒ (−2, −1) (1)

f(x) ≤ 0 , f(2 + x) > 0 ⇒ (−∞, −2] ∪ [0, 1] ∩ (−4, −2) ∪ (−1, +∞) ⇒ (−4, −2) ∪ [0, 1] (2)

(1) ∪ (2) ⇒ (−2, −1) ∪ (−4, −2) ∪ [0, 1] ⇒

حيحص ددع3

−3,0, 1

:تشون ناوتیم4 هنیزگ

:سپ ،دشاب یفنمان دیاب تسا لاکیدار ریز  نوچ

:سپ ،تسا يدوعصً ادیکا  عبات

14

−1 ≤ sin x ≤ 1 ⇒ 0 ≤ sin x ≤2 1 ⇒ 0 ≤ 5 sin x ≤2 5 ⇒ −1 ≤ 5 sin x −2 1 ≤ 4

5 sin x −2 1

0 ≤ ≤5 sin x − 12 2 ⇒ 0 ≥ − ≥5 sin x − 12 −2

2t

3

فیلا يروکنک_هس ات کی لصف روکنک مهدزاود یضایر
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2 ≥0 2 ≥− 5 sin x−12

2−2 ⇒ R =f [ , 1]
4

1
⇒ a = , b =

4

1
1 ⇒ a + b =

4

5

لک هب دیاب دوش لقتنم یفنم ياه  فرط هب هکنیا يارب و  ترابع  ياجهب دیاب دوش لقتنم تبثم ياه  تمس هب دحاو  هکنیا يارب :مینادیم1 هنیزگ

:میراد نیاربانب ؛دوش هفاضا  ددع عبات

:دیاب دریگ رارق لوا عبر زاسمین يلااب عبات نیا هکنیا يارب و

153xxx − 3y

−2

y = −(x − 3) +2 2(x − 3) + 5 − 2 = −x +2 6x − 9 + 2x − 6 + 3 ⇒ y = −x +2 8x − 12

−x +2 8x − 12 > x ⇒ x −2 7x + 12 < 0 ⇒ (x − 3) ⋅ (x − 4) < 0 ⇒ 3 < x < 4

1 هنیزگ

.مینک لح ار  ۀلداعمان دیاب لاح

16

y = x −2 x − 3
پچ هب دحاو2

x→x+2
y = (x + 2) −2 (x + 2) − 3

نيياپ دحاو9
y = (x + 2) −2 (x + 2) − 3 − 9 =

x +2 3x − 10

y < 0

⇒ x +2 3x − 10 = (x − 2)(x + 5) < 0 ⇒ −5 < x < 2 ⇒ x ∈ (−5, 2)

3 هنیزگ 17

f(x) = x
x اه12 روحم تبثم تهج رد دحاو

g(x) = x − 12
y اه2 روحم تبثم تهج رد دحاو

h(x) = +x − 12 2

یقلات: =x +x − 12 2

2 ناوت
x = x − 12 + 4 + 4 x − 12 → 8 = 4 →x − 12 2 = x − 12

2 ناوت
4 = x − 12 → x = 16

عبات
y = 4

سپ: A , O4
16

0
0 → AO = (16 − 0) + (4 − 0)2 2

= =16 + 42 2 =16 + 162 =16(16 + 1) 4 17

1 هنیزگ 18

f(x) = (x − 1) −2 1
xاه روحم هب تبسن هنيرق

g(x) = −(x − 1) +2 1
y اه16 روحم تبثم تهج رد دحاو

h(x)

= −(x − 1) +2 1 + 16 → h(x) = −(x − 1) +2 17

یقلات : (x − 1) −2 1 = −(x − 1) +2 17 → 2(x − 1) =2 18 → (x − 1) =2 9

→ { x − 1 = 3 → x = 4 → y = 8
x − 1 = −3 → x = −2 (x > 1) ق ق غ

سپ : A , B
4
8

0
0

→ AB = (4 − 0) + (8 − 0)2 2 = 16 + 64 = =80 4 5

:دوب دهاوخ  سوکعم عبات ۀنماد سپ تسا  عبات درب دینک تقد ،) هب تبسن هنیرق( میروآیم تسد هب ار عبات سوکعم3 هنیزگ 19y = xy ≥ 2x ≥ 2

4
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y = 2 + x − 1 ⇒ y − 2 = x − 1 ⇒ x − 1 = (y − 2)2 ⇒ x = (y − 2) +2 1

⇒ f (x) =−1 (x − 2) +2 1; x ≥ 2
تسار دحاو2
نيياپ دحاو3

g(x) = (x − 4) −2 2; x ≥ 4 ⇒ g(4) = −2

:میراد هدش هتفگ ياهلیدبت قبط4 هنیزگ

.دیآ تسدهب  اب لصاح عبات دروخرب ۀطقن ات مینکیم لح ار ریز ۀلداعم لاح

:اب تسا ربارب تاصتخم أدبم ات  ۀطقن ۀلصاف

20

f(x) =
x

1 x→x−1
y =

x − 1

1 هب تبسن هنيرق

xاه ردصم
y =

x − 1

−1 نيياپ هب دحاو2
y = =

x − 1

−1
2

f

−
x − 1

−1
2 =

x

1 ×x(x−1)
−x − 2x(x − 1) = x − 1 ⇒ −x − 2x +2 2x = x − 1 ⇒ x =2 ⇒

2

1
x = ±

2

1

y = =
x

1
=

±
2
1

1
± 2 ⇒ A( , ) A(− , − دروخرب ۀطقن(

2

1
2 اي

2

1
2

A

OA = (± ) + (± )
2

1 2

2
2

= =+ 2
2

1

2

5
= ×

2

5
=

2

2

2

10

 ربارب ریز هلداعم ۀشیر ،ضرف قبط .دوشیم  تروصهب زین  عبات ۀطباض ؛  سپ ،تسا ینامه  عبات3 هنیزگ

 :تسا

 :دوشیم ریز تروصهب نآ رد  ریداقم فلاتخا و  دوشیم هجیتن  زا سپ ،تسا ینامه  عبات نوچ

21
ff(x) = xgg(x) =

x − a

1
x =

2

2

∣g(x)∣ − 2 = ⇒
∣f(x)∣
1

∣ ∣ −
x − a

1
2 =

∣x∣
1

x= 2
2

−−a2
2

1
2 = ⇒

2
2

1
=

∣ − a∣2
2

1
2 + ⇒2 ∣ −

2

2
a∣ = ×

2 + 2

1

2 − 2

2 − 2

⇒ ∣ −
2

2
a∣ = =

2

2 − 2
1 −

2

2

{ − a = 1 − ⇒ a = − 12
2

2
2 2

− a = − 1 ⇒ a = 12
2

2
2

ff(x + a) = 3x + a = 3x

x +1 a =1 3 = x +2 a ⇒2 x −1 x =2 a −2 a1

⇒ x −1 x =2 1 − ( −2 1) = 2 − 2

1 هنیزگ 22

f(x − 2) = ax(x + 1)(x − 2) , a < 0 ⇒ ⎩⎨
⎧ f(x) = a(x + 2)(x + 3)(x) , a < 0

f(1 − x) = a(3 − x)(4 − x)(1 − x) , a < 0
f(x + 1) = a(x + 3)(x + 4)(x + 1) , a < 0

=
f(x + 1)
f(1 − x)

≥
a(x + 3)(x + 4)(x + 1)
a(3 − x)(4 − x)(1 − x)

0 → = ≥ 0
f(x + 1)
f(1 − x)

(x + 3)(x + 4)(x + 1)
(3 − x)(4 − x)(1 − x)

5
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x        : زا دنترابع دننکیم رفص هک يدادعا و تبثم ياههزاب هب هجوت اب لوبقلباق دادعا اهنت = 0 , x = 1 , x = 3 , x = 4

3 هنیزگ

.مینکیم مسر هاگتسد کی رد ار رادومن 

x

y

x =2

h = x_ 4(x) + f = x(x)

.دنتسه نراقتم  طخ هب تبسن ود نیا هک تسا صخشم

23

2

f(x) = x
yاه روحم هب تبسن هنيرق

g(x) = −x
تسار تمس هب دحاو4

h(x) = =−(x − 4) −x + 4

→

x = 2

2 هنیزگ

یقلات :

24

f(x) = (x − 1)2
أدبم هب تبسن هنيرق

g(x) = −(−x − 1)2
لااب تمس هب دحاو4

h(x) = −(−x − 1) +2 4

(x − 1) =2 −(−x − 1) +2 4 ⇒ x +2 1 − 2x = −x −2 1 − 2x + 4 ⇒ 2x =2 2 ⇒ x =2 1

⇒ x = 1 , x = −1

3 هنیزگ

:اریز ؛تسا کی ات رفص نیب ددع عقاو رد 

.مینکیم مسر ار  طخ و  عبات لاح

 .دنراد عطاقت هطقن ود رد رادومن و طخ

25

y = 2∣ sin x∣ تسار هب 2
π

y = 2 =∣ sin(x− )∣2
π

2∣ cos x∣ نيياپ هب 2
3

⇒ y = 2 −∣ cos x∣

2

3 y=0
2 =∣ cos x∣

2

3

⇒ log =2 2

3
∣ cos x∣

log2 2
3

<
رفص

log 12 log <2 2

3

1

log 22

y = ∣ cos x∣y = log2
2

3

3 هنیزگ

:لوا شور

26

y = 4 − x
kرد دحاو
مئاق یاتسار

y = +4 − x k
k−2رد دحاو
یقفا یاتسار

y = +4 − (x − (k − 2)) k

6
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.دنکیم قدص عبات رد  ۀطقن سپ ،دشاب  طخ يور دیاب هک تسا  ضرع اب ياهطقن رد شنوراو و قوف عبات دروخرب لحم

عطق  هطقن رد ار دوخ نوراو دیدج ینحنم سپ .دننکیم عطق  طخ يور ار دوخ نوراو ،لاؤس تروص رد هدشهداد مرف هب یلاکیدار عباوت :مود شور

.تسا  ربارب اه روحم اب ییاهن رادومن دروخرب هطقن لوط هجیتنرد ،دوشیم رظانتم  هطقن هب  هطقن ،نییاپ هب رادومن نیا دحاو  لاقتنا اب .تسا هدرک

1y = x(1, 1)

1 = +4 − (1 − (k − 2)) k ⇒ +k + 1 k = 1 ⇒ k = 0 ⇒ y = 2 − x
نيياپ دحاو کي

y = −2 − x 1

xاه اب دروخرب لحم
y=0

=2 − x 1 ⇒ 2 − x = 1 ⇒ x = 1

y = x(1, 1)

1(1, 1)(1,0)x1

1 هنیزگ 27

y = 2x+∣x∣ پچ دحاو3
y1 = 2x+3+∣x+3∣ نيياپ دحاو2

y2 = 2 −x+3+∣x+3∣ 2

y=0
2 =x+3+∣x+3∣ 2 →1 x + 3 + ∣x + 3∣ = 1 → x + ∣x + 3∣ = −2

اههنيزگ ندرک کچ
x = −

2

5

:سپ ،مینک لیدبت  هب ار  دیاب ،پچ هب دحاو  ةزادنا هب اه روحم ياتسار رد لاقتنا يارب4 هنیزگ

.میباییم ار  و  عباوت یقلات ۀطقن لاح

28x2xx + 2

f(x) = 4x − x2 x→x+2
f(x + 2) = 4(x + 2) − (x + 2)2 ⇒ f(x + 2) = 4x + 8 − x −2 4x − 4 = 4 − x2

y = 4 − x2y = 4x − x2

{ y = 4x − x2

y = 4 − x2 ⇒ 4x − x =2 4 − x ⇒2 4x = 4 ⇒ x = 1

y = 4 − 1 =2 3 ⇒ یقلات هطقن: A(1, 3)

OA = =x + yA
2

A
2 =1 + 9 10

3 هنیزگ 29

y = 3 − 2x
پچ هب دحاو کي لاقتنا

y = 3 − 2(x + 1)

xاه روحم هب تبسن هنيرق
y = −3 + 2x + 2

لااب هب دحاو5 لاقتنا
y = −3 + +2x + 2 5

⇒ y = 2 + ⇒2x + 2 ⇒{ y = 2 + 2x + 2

y =
2

7 2 + =2x + 2
2

7

⇒ =2x + 2 ⇒
2

3
2x + 2 = ⇒

4

9
x =

8

1

روحم ياتسار رد طاقن یمامت لوط  رد هک دوش هجوت( تسا  اًمازلا سپ دنربارب مهاب  و  عباوت ۀنماد نوچ1 هنیزگ

).دوشیم  ربارب اه

.تسین اههنیزگ رد باوج ،تلاح نیا يازاهب هک دوب دهاوخ لوبق لباق زین  دشاب رفص هب تبسن نراقتم ياهزاب  ةزاب رگا هک دوش هجوت

30y = f(x)y = f(kx)k = 1f(kx)

x
k

1

k = 2a −2 a − 5 ⇒k=1
2a −2 a − 5 = 1 ⇒

2a −2 a − 6 = 0 ⇒ a ريداقم برضلصاح= =
a

c
=

2

−6
−3

[b, c]k = −1

1 هنیزگ 31

7
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b ≤ f(x) ≤ c
×k

b = kb ≤ kf(x) ≤ ck = c

⇒ k = 1

⇒ 1 = a −2 3a + 3 ⇒ a −2 3a + 2 = 0

⇒ ⇒{ a = 1
a = 2

a یارب نکمم ريداقم برض= 2 × 1 = 2

:لوا شور2 هنیزگ

.تسا  ینعی تسا سپ تسا  هک مینادیم

تسا یفاک تسا  مینادیم هک تسا  عبات يدورو  عبات رد :مود شور 

.دهدیم ام هب یضرع هچ تسا  یتقو مینک صخشم و هدرک مسر ار  عبات

2 3 41

3

4

0 x

y

32

0 ≤ u − [u] < 10 ≤ 2x − [2x] < 10 ≤ f(x) < 1

gof(x) = g(f(x)) = −f (x) +2 4f(x) = −(f (x) −2 4f(x)) = −((f(x) − 2) −2 4) = −(f(x) − 2) +2 4

سپ: 0 ≤ f(x) < 1 → −2 ≤ f(x) − 2 < −1 → 1 < (f(x) − 2) ≤2 4 → −1 > −(f(x) − 2) ≥2 −4

→ 3 > −(f(x) − 2) +2 4 ≥ 0 → 0 ≤ gof(x) < 3 → R =gof [3,0)

gof(x)2x − [2x]0 ≤ 2x − [2x] < 1

g(x)0 ≤ x < 1

3 هنیزگ

یتقو مینکیم صخشم و هدرک مسر ار  عبات تسا یفاک تسا  مینادیم هک تسا  عبات يدورو  عبات رد

.دهدیم ام هب یضرع هچ تسا 

x

1

= 1_

y

= 2_

x

y

33

gof(x)[x] − x−1 < [x] − x ≤ 0g(x)

−1 < x ≤ 0

→ Rgof =(x) [1, +∞)

34 :مینکیم هبساحم ار یلخاد عبات رادقم ادتبا3 هنیزگ

gof(− ) =
3

5
g(f(− )) ⇒

3

5
f(− ) =

3

5
2[ ] −−

3

5
−2

(− ) =
3

5
−4 + =

3

5
−
3

7

⇒ g(− ) =
3

7
f([− +

3

7
f(− )]) ⇒

3

7
f(− ) =

3

7
2[− ] −

3

7
(− ) =

3

7
−6 + =

3

7
−

3

11

⇒ g(− ) =
3

7
f([− −

3

7
]) =

3

11
f(−6) = 2[−6] − (−6) = −12 + 6 = −6

8
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4 هنیزگ 35

f(− ) =
3

1
− +
3

1
[− ] =

3

1
− −
3

1
1 =→ f(− ) =

3

1
−
3

4

g(− ) =
3

1
f([− −

3

1
f(− )]) =

3

1
f([− −

3

1
(− )]) =

3

4
f(1) = 2

f(g(− )) =
3

1
f(2) = 4

:هاگنآ .دنشاب رگیدکی نوراو ، و  رگا3 هنیزگ 36ff −1

f(a) = b ⇒ f (b) =−1 a

f(g (a)) =−1 −3
f( )=−34

1

g (a) =−1 ⇒
4

1
g( ) =
4

1
a

⇒ −∣ ∣ =
4

1

4

1
a ⇒ a = −

8

1

:میروآیم تسدهب ار  و  عباوت ۀطباض4 هنیزگ

 

37foggof

⎩⎨
⎧x < −1 : gof(x) = g(−1) = 0

−1 ≤ x ≤ : gof(x) = g(x) = 1 − x2

x > 1 : gof(x) = g(1) = 0

fog = f(1 − x )2

= ⎩⎨
⎧−1

1 − x2

1

1 − x < −1 ⇒ x > 2 ⇒ x < − ∨ x >2 2 2 2

−1 ≤ 1 − x ≤ x ⇒ 1 ≥ x − 1 ≥ −1 ≥ −1 ⇒ 0 ≤ x ≤ ⇒ − ≤ x ≤2 2 2 2 2 2

1 − x > 1 ⇒ x < 0 ⇒ x ∈ ∅2 2

⇒ fog(x) = {−1

1 − x2

x < − x >7 2

− ≤ x ≤2 2

x < − ⇒2 gof(x) − fog(x) = 0 − (−1) = 1 , − ≤2 x < −1 ⇒ gof(x) − fog(x) = 0 − (1 − x )2

= x −2 1

−1 ≤ x ≤ 1 ⇒ gof(x) − fog(x) = 1 − x −2 (1 − x ) =2 0 , 1 < x ≤ 2 ⇒ gof(x) − fog(x)

= 0 − (1 − x )2 = x −2 1

9
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.تسا  ربارب عبات رادقم نیرتشیب  رادومن رد

x > 2 ⇒ gof(x) − fog(x) = 0 − (−1) = 1

gof − fog1

4 هنیزگ

.میباییم ار  هطباض ادتبا

:میروآیم تسد هب ار  عبات لاح

.دیآیم تسد هب عبات رادقم نیرتمک ، يازاهب قوف عبات رد

38

g(x)

f(x) = 2x, gof(x) = 5x +2 11 ⇒ g(f(x)) = 5x +2 11 ⇒ g(2x) = 5x +2 11

x→ x2
1

g(2 × x) =
2

1
5( x) +
2

1 2 11 ⇒ g(x) = x +
4

5 2 11

g(x − 7)

y = g(x − 7) = (x −
4

5
7) +2 11

x = 7

y =min g(7) = 0 + 11 = 11

39fgofy :سپ ،دناعطاقتم اه روحم يور  و  عباوت نوچ3 هنیزگ

f(0) = gof(0)

⇒ =a 3 − ⇒a 2 =a 3 ⇒ a = =
4

9
2٫25

1 هنیزگ 40

f(x) = ⇒
3x − 2

x2
f( ) =2 =

3 −2 2

×2 2
=

2 2

2
=

2

1

2

2

f(f(f( ))) =2 f(f( )) =
2

2
=

−
2

3 2
2

×2
2

2

=

2

2

1
=

2

2
2

f(f(f( ))) =2 f( ) =2 =
2

2

2

1

.دشاب رفص دیاب  بیرض ،اهنآ يارب هدشهداد ۀطباض رد ،دنتسه تباث عبات  و  نوچ3 هنیزگ 41fgx

f(x) = b − 3ax ⇒ 3a = 0 ⇒ a = 0 ⇒ f(x) = b

g(x) = c − (3b − 3)x ⇒ 3b − 3 = 0 ⇒ b = 1 ⇒ { f(x) = 1
g(x) = c

f + g = 5 ⇒ 1 + c = 5 ⇒ c = 4 ⇒ b × c = 1 × 4 = 4

:مینکیم هداس ار  عبات ۀطباض ادتبا3 هنیزگ

 :میراد سپ ،تسا تباث عبات ، نوچ

42f

f(x) = (ax + 2)(b − x) − 7x =2 abx − ax +2 2b − 2x − 7x2

⇒ f(x) = (−a − 7)x +2 (ab − 2)x + 2b

f

10
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− a − 7 = 0 ⇒ a = −7 , ab − 2 = 0 ⇒ −7b − 2 = 0 ⇒ b =
7

−2

f(x) = 2b = 2 × (− ) =
7

2
−
7

4

 :سپ ،تسا تباث عبات ،تسا یلوزن مه و يدوعص مه هک یعبات3 هنیزگ

 :هک تسا عبات یتروص رد هدشهداد ۀعومجم

. هجیتن رد و  سپ

43

f(x) = mx −2 nx − k = تباث⇒ m = n = 0 , f(x) = −k

( , n −
0

m 1) = (0 , k) ⇒ k = n − 1 = −1

f(x) = 1f( ) =5 1

2 هنیزگ 44

g(x) = k f(x) = x

g(3x) + 2f(3 + x) = 3 + 2x ⇒ k + 2(3 + x) = 3 + 2x

⇒ k + 6 = 3 ⇒ k = −3 ⇒ g(x) = −3

=
g(4)

f(−1)
=

−3

−1

3

1

3 هنیزگ

:ضرف قبط 

45

f(x) = c (c ∈ R) , g(x) = x

f(2x) − g(1 − x) = 4 + x ⇒ c − (1 − x) = 4 + x ⇒ c = 5 → f(x) = 5

⇒ g(−1)f(3) = −1 × 5 = −5

.تسا تسکش ياراد )قلطمردق لخاد ياههشیر(  و  رد هک تسا ینادلگ عبات کی هدشهداد عبات1 هنیزگ

_2 1

3

y

x

46x = −2x = 1

→ x < −2 : یلوزنً اديکا

.تسا تسکش ياراد )قلطمردق لخاد ياههشیر(  و  رد هک تسا )يراشبآ( ياهرسرس عبات کی هدشهداد عبات3 هنیزگ

 

y

1
2

21

3

3

1

_

x
_

_

47x = −1x = 2

−1 < x < 2 : یدوعصً اديکا

11
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4 هنیزگ

يدوعص عبات کی  عبات تفرگ هجیتن ناوتیم سپ .تسا يدوعص هراومه زین  عبات سپ تسا یلوزن هراومه  عبات و تسا يدوعص هراومه  عبات

.تسا

:اب تسا ربارب عبات درب هاگنآ دشاب يدوعصً ادیکا  ةزاب رد  هتسویپ عبات رگا :هجوت

48

0 ≤ cos x ≤2 1 ⇒ 0 ≤ 9 cos x ≤2 9 ⇒ −1 ≤ 9 cos x −2 1 ≤ 8 ⇒ −1 ≤ ≤
t

3 9 cos 2x − 1 2 ⇒ −1 ≤ t ≤ 2

f(x) = 2 −t 2−t

2t2−t−2−tf(x)

: t = −1 ⇒ 2 − 2 = − 2 = عبات رادقم نيرتمک− −1 1

2

1

2

3

: t = 2 ⇒ 2 − 2 = 4 − عبات رادقم نيرتشيب= 2 −2

4

1

4

15
⇒ [− , ]

2

3

4

15

⇒ b − a = −
4

15
(− ) =

2

3

4

21

f(x)[a, b]

R =f [f(a) , f(b)]

:میراد سپ ،دشاب یفنم يددع  بیرض هک تسا یلوزنً ادیکا ینامز  عبات1 هنیزگ 49f(x) = (−9 + k )x +2 3 5x3

−9 + k <2 0 ⇒ k <2 9 ⇒ ∣k∣ < 3 ⇒ −3 < k < 3

k حيحص ريداقم: −2, −1,0, 1, 2 ⇒ عومجم= −2 − 1 + 0 + 1 + 2 = 0

:میراد سپ .تسا  و یلوزنً ادیکا  يور  عبات4 هنیزگ

هک مینک لح ار  ۀلداعمان دیاب  ۀنماد نییعت يارب لاح .تسا یفنم ، عبات ، يارب و تبثم ، عبات ، يارب

:میراد تملاع نییعت اب

.تسا  یفنمان حیحص دادعا لماش  ۀنماد

50fRf(3) = 0

x < 3 ⇒ f(x) > f(3) ⇒ f(x) > 0

x > 3 ⇒ f(x) < f(3) ⇒ f(x) < 0

x < 3fx > 3fg(x) = x f(x)2x f(x) ≥2 0

x ≤ 3 ⇒ D ⋅ g = (−∞, 3]

g0, 1, 2, 3

2 هنیزگ

:میریگیم رظن رد ار ریز ياههدودحم  و  ینعی اهقلطمردق لخاد ياههشیر هب هجوت اب

51

y = −(x + 1)2 ∣3x − 6∣ = ∣x + 1∣ − ∣3x − 6∣

x = −1x = 2

x < −1 ⇒ y = −(x + 1) + 3x − 6 = 2x − 7

−1 ≤ x < 2 ⇒ y = x + 1 + 3x − 6 = 4x − 5

x ≥ 2 ⇒ y = x + 1 − (3x − 6) = −2x + 7

12
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:میراد و تسا یلوزن عبات  ةدودحم رد

 

x ≥ 2

x ≥ 2 ⇒ −2x ≤ −4 → −2x + 7 ≤ −4 + 7 ⇒ y ≤ 3

y = −2x + 7 ⇒ 2x = −y + 7 ⇒ x = − y +
2

1

2

7

نوراو عبات: y = − x +
2

1
; x ≤

2

7
3

:سپ ،تسا یفنم ریداقم زا ياهعومجم  ۀنماد ،ضرف قبط1 هنیزگ

.دریذپب دناوتیم ار حیحص رادقم کی طقف 

52f

⎩⎨
⎧

m − m − 5 < 0 → < m < (I)2

2

1 − 21

2

1 + 21

−m + 2m − 3 < 0 → Δ = 4 − 12 < 0 ⇒ ( )2 رارقرب هراومه

یفرط زا: f(m −2 m − 5) < f(−3 + 2m − m )2
یلوزنً اديکا

m −2 m − 5 > −3 + 2m − m2

⇒ 2m −2 3m − 2 > 0 ⇒ (2m + 1)(m − 2) > 0 ⇒ (m < − ) ∪
2

1
(m > 2) (II)

(II),(I) کارتشا
( , − ) ∪

2

1 − 21

≃−1٫75

2

1
(2, )

2

1 + 21

≃2٫75

m∈Z
m = −1

m

.مینکیم مسر سپس و تملاع نییعت ار عبات ادتبا تسا یقلطمردق نوچ .تسا نآ مسر ،عبات ییاونکی یسررب يارب شور نیرتعیرس ،یقلطمردق عباوت رد2 هنیزگ

 قلطمردق ۀشیر

   

  

53

y = (x − 1) ⋅ ∣x∣ , x = 0

1) x ≥ 0 ⇒ y = (x − 1) ⋅ (x) = x −2 x
x≥0

2) x < 0 ⇒ y = (x − 1) ⋅ (−x) = −x +2 x
x<0

عبات یبيرقت لکش

13
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0<x<1
y = (x − 1)x = x −2 x ⇒ y =′ 2x − 1 = 0 ⇒ x =

2

1

یلوزن ۀزاب
لکش هب هجوت اب

(a , b) = (0 , ) ⇒
2

1
a + b =

2

1

درب نوچ یفرط زا .دوش یفنم طخ بیش ات دشاب  دیاب نیاربانب و دشاب یلوزن زین مود ۀطباض دیاب سپ ؛تسا یلوزن لکش قبط عبات لوا ۀطباض4 هنیزگ

.دوش یلوزن  عبات ات دشاب نآ زا ياهعومجمریز ای  مود ۀطباض درب دیاب سپ ؛تسا  لوا ۀطباض

لوبقلباق ریداقم ۀعومجم سپ ؛دوب دهاوخ یلوزن  عبات زین تلاح نیا رد هک تسا  يوضعکت ۀعومجم مود ۀطباض درب  صاخ تلاح رد هک دوش هجوت

:میراد تروص نیا رد هک تسا  تروصهب  يارب

:میراد ،تسا  لوا ۀطباض رد هکنیا هب هجوت اب :مود لحهار

:میراد نیاربانب

:میشاب هتشاد دیاب  ریداقم يارب عبات ندوب یلوزن هب هجوت اب سپ

:نونکا  سپ ؛دشاب  هک دنکیم باجیا ندوب یلوزن یفرط زا

:هک میریگیم هجیتن  و  زا

دهدیم هجیتن هک  سپ ؛تسا یلوزن نانچمه هک  :میراد ،دشاب  رگا یفرط زا

.

54m > 0

(−∞ , 1](−∞ , 1]f

x > −2 ⇒ mx > −2m ⇒ −mx < 2m

⇒ 5m − mx < 5m + 2m ⇒ 5m − 5x < 7m

مود ۀطباض درب
R =2 (−∞ , 7m) ⇒ 7m دياب≥ 1 ⇒ m ≤

7

1

m = 0{0}f

m[0 , ]
7

1

a = 0 , b = ⇒
7

1
a + b =

7

1

x ≤ 2

f(x) = { −x − 1
5m − mx

→
→

x ≤ −2
x > −2

−x − 1 ≥ 1

x > −2

5m − mx ≤ 1

(5m − mx) <′ 0−m < 0 ⇒ m > 0 (I)

x > −2 ⇒ −mx < 2m ⇒ 5m − mx < 7m ⇒ 7m ≤ 1 ⇒ m ≤ (II)
7

1

(I)(II)

m ∈ (0 , ]
7

1

m = 0f(x) = { −x − 1
0

;
;

x ≤ −2
x > −2

[a , b] = [0 , ]
7

1

a + b =
7

1

3 هنیزگ 55

⎩⎨
⎧ 4 − m ≥ 2m + 3 ⇒ m ≤

3

1

2m + 3 ≥ m − 2 ⇒ m ≥ −5
m − 2 ≥ −10 ⇒ m ≥ −8

14
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⇒ −5 ≤ m ≤ ⇒
3

1
m = −5, −4, −3, −2, −1,0

:تسا يدوعص  عبات 2 هنیزگ 56f

⎩⎨
⎧ −1 < 0 ⇒ 3m − 2 < 10 − m ⇒ m ≤ 3

0 < 1 ⇒ 10 − m < 4m + 13 ⇒ m ≥
5

−3

1 < 2 ⇒ 4m + 13 < 25 ⇒ m ≤ 3

باوج رد کارتشا
≤

5

−3
m ≤ 3

m∈N
m ∈ {1, 2, 3} ⇒ 3. تسا دوجوم بولطم رادقم

.مینک ضوع ار  و  ياج سپس و هدروآ تسدهب  بسحرب ار  تسا یفاک ،نوراو عبات ندرک ادیپ يارب4 هنیزگ

:میهدیم عطق  طخ اب لاح

:تسا تروص نیدب رخآ ۀلداعم لح دینک هجوت

57xyxy

y = f(x) = x −2 2x − 3 = (x − 1) −2 1 − 3 = (x − 1) −2 4 ⇒ (x − 1) =2 y + 4

x≥1
x − 1 = y + 4 ⇒ x = 1 + y + 4

y x. مينکیم ضوع ار و یاج
f (x) =−1 1 + x + 4

g(x) =
2

x − a

f (x) =−1 g(x) ⇒ 1 + =x + 4
2

x − 9 اههنيزگ یسررب
x = 21

2 =x + 4 x − 11
2 ناوت

4x + 16 = x +2 121 − 22x ⇒ x −2 26x + 105 = 0

⇒ (x − 21)(x − 5) = 0 ⇒ { x = 21 قق
x = 5 ( دنکیمن قدص هلداعم رد( ققغ

1 هنیزگ

سپ :

58

f = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 6)} → f =−1 {(2, 1), (5, 2), (4, 3), (6, 4)}

gof (x) :−1

⎩⎨
⎧ g(f (2)) = g(1) = ∅−1

g(f (5)) = g(2) = 3−1

g(f (4)) = g(3) = 1−1

g(f (6)) = g(4) = 2−1

→ gof (x) =−1 {(5, 3), (4, 1), (6, 2)}

=
gof (x)−1

g(x)
{(4, ), (5, )}

1

2

3

6
= {(4, 2), (5, 2)}

4 هنیزگ 59

g = {(2, 3), (4, 2), (5, 6), (3, 1)} → g {(3, 2), (2, 4), (6, 5), (1, 3)}−1

g of(x) :−1

⎩⎨
⎧ g (f(1)) = g (2) = 4−1 −1

g (f(2)) = g (5) = ∅−1 −1

g (f(3)) = g (4) = ∅−1 −1

g (f(4)) = g (6) = 5−1 −1

→ g of(x) =−1 {(1, 4), (4, 5)}

15
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.تسا  تروصهب عبات درب نیاربانب

{ g of(x) = {(1, 4), (4, 5)}−1

f = {(1, 2), (2, 5), (3, 4), (4, 6)}
→ g of(x) =−1 {(1, 4 − 2), (4, 5 − 6)} = {(1, 2), (4, −1)}

{2, −1}

.تسا هتساوخ ار  تقیقح رد لاؤس .تسا  هک مینادیم3 هنیزگ 60f(a) = b → f (b) =−1 af (6) +−1 f (12)−1

f (6) = a → f(a) = 6 → a + = 6 → a = 4−1 a

f (12) = b → f(b) = 12 → b + = 12 → b = 9−1 b
→ a + b = 13

مادک اب ار  مراهچ ۀیحان زاسمین ، عبات رادومن مینک صخشم هکنآ يارب تسا  هک مینادیم2 هنیزگ

.دینک لح ار  ۀلداعم دیاب دنکیم عطق لوط

.تسا  ،مراهچ ۀیحان رد هک دینک هجوت

61f(a) = b → f (b) =−1 af (x)−1(y = −x)

f (x) =−1 −x

f (x) =−1 −x → f(−x) = x → −x − =
−x

2
x → =

x

2
2x → x =2 1 → {

x = −1 ق ق غ
x =1 ق ق

x > 0

.میراذگب  و  ياج هب یلصا عبات رد تسا یفاک  ۀبساحم يارب سپ تسا  هک مینادیم4 هنیزگ

.تسا هک مینادیم

سوکعم عبات درب نیاربانب تسا رفص يواسمرتگرزب هدش عبات ۀنماد نوچ و تسا یفنم نآ رادقمً امتح هک تسا  لداعمً ابیرقت  هک دینک هجوت

.دشاب یفنم دناوتیمن

62f(a) = b → f (b) =−1 af (2)−1y2

2 = →
2

2 + ( )x
2
1 x

2 +x =
2x

1
4

2 =Ax

A + =
A

1
4

×A
A +2 1 = 4A → A −2 4A + 1 = 0 → Δ = 16 − 4 = 12 → ⎩⎨

⎧
A = = = 2 +

2

4 + 12

2

4 + 2 3
3

A = = = 2 −
2

4 − 12

2

4 − 2 3
3

log =b
a c → a = bc

A = 2 + 3 → 2 =x 2 + 3 → x = log2
2+ 3

A = 2 − 3 → 2 =x 2 − 3 → x = log 2ق ق غ
2− 3

log2
2− 3log2

0٫3

.تسا هتساوخ ار  تقیقح رد لاوس .تسا  هک مینادیم3 هنیزگ 63f(a) = b → f (b) =−1 af (3) +−1 f (15)−1

f (3) = a → f(a) = 3 → a + 2 = 3 → a = 1−1 a

f (15) = b → f(b) = 15 → b + 2 = 15 → b = 9−1 b
→ a + b = 10

لوط مادک اب ار  مود ۀیحان زاسمین ، عبات رادومن مینک صخشم هکنآ يارب تسا  هک مینادیم4 هنیزگ

.دینک لح ار  ۀلداعم دیاب دنکیم عطق

.تسا  ،مود ۀیحان رد هک دینک هجوت

64f(a) = b → f (b) =−1 af (x)−1(y = −x)

f (x) =−1 −x

f (x) =−1 −x → f(−x) = x → −x −
−2x

1
= x → =

2x

1
2x → 4x =2 1 → x =2

4

1
→ ⎩⎨

⎧ x =
2
1 ق ق غ

x = −
2
1 ق ق

x < 0

.میراذگب  ، ياج هب یلصا عبات رد تسا یفاک  ۀبساحم يارب سپ تسا  هک مینادیم3 هنیزگ 65f(a) = b → f (b) =−1 af (2)−1y2

2 =
2

2 − ( )x
2
1 x

→ 2 −x =
2x

1
4

2 =Ax

A − =
A

1
4

×A
A −2 1 = 4A → A −2 4A − 1 = 0
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.تسا  هک مینادیم

→ Δ = 16 + 4 = 20 → ⎩⎨
⎧

A = = = 2 +
2

4+ 20
2

4+2 5 5

A = = = 2 −
2

4− 20
2

4−2 5 5

log =b
a c → a = bc

A = 2 + 5 → 2 =x 2 + 5 → x = log2
2+ 5

A = 2 − →5 2x = 2

یفنم

− 5 درادن ناکما

عطاقت لحم مینادیم .تسا يدوعصً ادیکا عبات نیا .تسا هتفای لاقتنا نییاپ تمسهب دحاو کی و پچ تمسهب دحاو هس هک تسا  عقاو رد عبات2 هنیزگ

عطاقت لحم ات مینک لح هاگتسد کی رد  اب ار عبات تسا یفاک سپ ،دوب دهاوخ  ینعی موس و لوا عبر زاسمین يور شسوکعم و يدوعص عبات کی

.دوش لصاح

66y = x

y = xy = x

{ y = − 1x + 3
y = x

⇒ −x + 3 1 = x ⇒ x + 3 = x + 1
2 ناوت
x>−1

x + 3 = x +2 2x + 1

⇒ x +2 x − 2 = 0
رفص بيارض عومجم { x = 1

x = −2 ق ق غ

∣OA∣ = =1 + 12 2 2

ۀطقن رد ار دوخ نوراو  ینحنم نیاربانب ؛دنکیم عطق  طخ يور ار دوخ نوراو ینحنم سپ ؛تسا يدوعصً ادیکا عبات3 هنیزگ

.دنکیم قدص زین عبات يور هطقن نیا و دنکیم عطق 

:مینکیم هنیرق اه روحم هب تبسن ار ینحنم نیا .تسا هدش لقتنم نییاپ هب دحاو کی رادومن نیاربانب

:مینکیم لقتنم پچ هب دحاو  ار رادومن لاح

.دراد رارق ینحنم نیا يور  ۀطقن

67
y = xy = ++ 3x k

(1 , 1)

1 = +1 + 3 k ⇒ k = −1

x

y = − ++ 3x 1

4

y = − ++ 3x + 4 1

(0 , 1 − )5

:مینکیم یسررب ار اههنیزگ سپ .سکعلاب و تسا  عبات هب قلعتم  ۀطقن هاگنآ ،دشاب  عبات هب قلعتم  ۀطقن رگا مینادیم2 هنیزگ 68A(a, b)fA (b, a)′f −1

f(x) = x −3 x + 1

1 )(−1, −2) هنيزگ⇒ (−2, −1) ⇒ f(−2) = −8 + 2 + 1 = −5 تسردان

2 )( , ) هنيزگ⇒
8

5

2

1
( , , ) ⇒
2

1

8

5
f( ) =

2

1
−

8

1
+

2

1
1 = =

8

1 − 4 + 8

8

5
تسرد

3 )(1, 2) هنيزگ⇒ (2, 1) ⇒ f(2) = 8 − 2 + 1 = 7 تسردان

4 )(− , − ) هنيزگ⇒
2

1

8

11
(− , − ) ⇒

8

11

2

1
f(− ) =

8

11
 −

2

1

4 هنیزگ 69

f(x) = x =2 x2 x ∣x∣2
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:میسیونیم ياهطباض ود تروصهب ار  عبات

:میراد و تسا یلوزن ، يارب  عبات هک تسا صخشم

f

f(x) = { x ⋅ x = x2 3

x (−x) = −x2 3
x ≥ 0
x ≤ 0

fx ≤ 0

x ≤ 0 ⇒ x ≤3 0 ⇒ −x ≥3 0 ⇒ f(a) ≥ 0 ⇒ درب: [0, +∞]

y = −x ⇒3 x =3 −y ⇒ x = ⇒3 −y f (x) =−1 =3 −x − , x ≥3 x 0

:اریز ،تسا  ۀنیزگ باوج نیاربانب ،دشاب هتشاد رارق عبات نوراو يور  ۀطقن رگا طقف و رگا دراد رارق عبات يور رب  ۀطقن1 هنیزگ 70A(a, b)A (b, a)′1

y = −3x +3 2x − 11

(9, −2) → (−2, 9) ⇒ 9 = −3(−8) − 4 − 11 = 24 − 15 = 9

.دراد رارق  طخ ینعی موس و لوا عبر زاسمین يور رب نآ نوراو و عبات دروخرب ۀطقن سپ .تسا يدوعصً ادیکا  عبات3 هنیزگ

.میهدب عطق  اب ار عبات دیاب سپ

:میراد سپ ،دنکیم قدص قوف ۀلداعم رد 

71y = x +3 3x − 12y = x

y = x

{ y = x + 3x − 123

y = x
⇒ x +3 3x − 12 = x ⇒ x +3 2x − 12 = 0

x = 2

x = 2 ⇒ y = 2 ⇒ A(2, 2) ⇒ OA = =4 + 4 2 2

72gf :میباییم ار تسا  عبات نوراو هک  عبات ۀطباض3 هنیزگ

f(x) = 1 + x − 2 ⇒x y = ( −x 1)2
x≥1

=y −x 1 ⇒ =x +y 1 ⇒ x = ( +y 1)2

⇒ g(x) = ( +x 1)2

g(g(1)) = g(4) = 9

1 هنیزگ 73

f(x) = ⎩⎨
⎧
2 − 3x

2 + 2mx − x2

x ≤ − ⇒ R = [ , ∞)
2

3
f

2

13

x > − ⇒ 2 + 2m(− ) − (− ) ≤2
3

2

3

2

3 2

2

13

⇒ 2 − −
4

9
3m ≤ ⇒

2

13
−3m ≤ +

2

13
⇒

4

1
−3m ≤ ⇒

4

27
m ≥ − (1)

4

9

x یمهس سأر= m ⇒ 2 + 2m −2 m +2 2 < ⇒
2

13
m +2 2 <

2

13

⇒ m <2 ⇒
2

9
− <

2

3
m < (2)

2

3

(1), (2) ⇒ m = −2

f (−19) =−1 α ⇒ f(α) = −19

⇒ 2 − 4α − α =2 −19 ⇒ α +2 4α − 21 = 0 ⇒ (α + 7)(α − 3) = 0

⇒ {α = −7 ق ق غ

α = 3 ق ق

18
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:سپ ،تسا  ضرع هب ياهطقن ، طخ و  عبات یقلات هطقن4 هنیزگ

:دیآیم تسد هب ریز تروصهب هک تسا  لاؤس هتساوخ هجیتن رد

74y = f (x)−1y = 12 − x10

⇒{ 10 = 12 − x ⇒ x = 2
10 = f (x)−1 f (2) =−1 10 ⇒ f(10) = 2(∗)

f(x) = x − 2 mx − 1 ⇒
(∗)

=10 − 2 10m − 1 2 ⇒ =10m − 1 3 ⇒ 10m − 1 = 9 ⇒ m = 1

f(5)

f(5) = =5 − 2 5 − 1 =5 − 4 1

.دوش کیهبکی عبات ات دشاب  زا دعب دیاب  هجرد عبات سأر لوط یفرط زا .دنتسه ریذپنوراو کیهبکی عباوت1 هنیزگ
75

2x =
2

5

x =A − >
2a′

b′

⇒
2

5
− >

−4

a
⇒

2

5
a > 10 (1)

−2( ) +
2

5 2 a −
2

5
21 < ( ) −

2

1

2

5
⇒

2

3
a <

2

5
32 + ⇒

4

5
a < 13٫3

(1)
a =max 13

f (−3) =−1 a ⇒ f(a) = −3 ⇒ −2a +2 13a − 21 = −3 ⇒ 2a −2 13a + 18 = 0
a< 2

5 { x = 2
x = 4٫5

: دیآ تسد هب دروخرب هطقن لوط ات هداد رارق طخ رد ار دروخرب ۀطقن ضرع ادتبا2 هنیزگ

.دنکیم روبع  ۀطقن زا  عبات هجیتن رد ، درذگیم هطقن نیا زا مه عبات نوراو سپ ،درذگیم هطقن زا طخ

:هاگنآ دنشاب رگیدکی نوراو  و  رگا :هجوت

76
y = 1

طخ
x = 20

(20, 1)f(1, 20)

⇒ f(1) = a + 8 = 20 ⇒ a = 12

ff −1

f(a) = b ⇒ f (b) =−1 a

:میراد ،میهدیم رارق عبات رد ار  یضرف ددع ، هاگنآ دنشاب رگیدکی نوراو ، و  هاگره3 هنیزگ 77ff −1f(a) = b ⇒ f (b) =−1 ax = 3

f(x) = y = −
4

x + 2
⇒

2

x + 1
f(3) = −

4

5
1 =

4

1

⇒ f ( ) =−1

4

1
3

یراذگياج
نوراو رد
3 = +

4

a
a =

4

1
+

4

a
=

2

a
⇒

4

3a
a = 4

دیاب ینعی دوب دهاوخ  عبات يور  ۀطقن سپ دراد رارق  عِبات عبات نوراو عبات يور  ۀطقن نوچ3 هنیزگ

:میشاب هتشاد

78
(− , − )

8

1

5

3
f(x) =

a + a∣x∣
x

(− , − )
5

3

8

1
f
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f(− ) =
5

3
− ⇒
8

1
=

a + a( )
5
3

−
5
3

− ⇒
8

1

=
a

5
8

−
5
3

− ⇒
8

1
− =
8a

3
− ⇒
8

1
a = 3

ةزاب رد لکش قبط و دوب دهاوخ ریز تروصهب  رادومن سپ ؛تسا  طخ هب تبسن  عبات رادومن ۀنیرق  عبات رادومن نوچ3 هنیزگ

طرش  ةزاب رد لکش قبط هک دشاب  دیاب ینعی دشاب  دیاب نیاربانب و تسا یفنم هراومه 

 زا دنترابع هک تسا ددع  هزاب نیا رد حیحص دادعا دادعت هک تسا  سپ .تسا رارقرب 

79f −1fy = xf −1

[− , − ]
2

13

2

5
x − f (x) <−1 0f (x) >−1 x(− , − )

2

13

2

5

f (x) >−1 xD =f (− , − )
2

13

2

5
4{−6, −5, −4, −3}

:میراد لکش هب هجوت اب .دیآیم تسد هب  طخ هب تبسن  رادومن ندرک هنیرق اب  رادومن2 هنیزگ

:میراد رسک جرخم و تروص تملاع هب هجوت اب .دشاب یفنمان دیاب لاکیدار ریز ترابع

80f (x)−1f(x)y = x

⇒{ f(x) > x

f(x) < x

;
;

x < − 30

x > − 30
{ f (x) < x−1

f (x) > x−1

;
;

x < − 30

x > − 30

⇒ { −x + f (x) < 0−1

−x + f (x) > 0−1

;
;

x < − 30

x > − 30

3 هنیزگ

 

81

f(x) = , f(−1) =
1 + ∣x∣

ax
⇒

4

1
=

2

−a
⇒

4

1
a =

2

−1

ۀطقن رد ار ) عبات نوراو(  طخ  عبات سپ ؛دنکیم عطق  ۀطقن رد ار  طخ  عبات نوراو نوچ3 هنیزگ

:میراد ینعی ،دنک قدص  عبات ۀلداعم رد مه و  طخ ۀلداعم رد مه  ۀطقن تاصتخم دیاب نیاربانب ؛دنکیم عطق 

82yy = x − 4(a , −1)yy = x + 4y = x − 4

(−1 , a)(−1 , a)y = x + 4y

20
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(−1 , a)
y=x+4

a = −1 + 4 ⇒ a = 3

(−1 , a) = (−1 , 3)
عبات رد یراذگیاج

3 = 1 + ⇒b + 3 =b + 3 2

⇒ b + 3 = 4 ⇒ b = 1 ⇒ a − b = 2

.دنک قدص  عبات ۀلداعم رد   ۀطقن نینچمه و   ۀطقن تاصتخم دیاب4 هنیزگ
83

(− , − )
5

3

5

4
(− , − )

5

4

5

3
y

⎩⎨
⎧

f(− ) = − ⇒ − = −
5

3

5

4

5

4
a + b

25

9

f(− ) = − ⇒ − = −
5

4

5

3

5

3
a + b

25

16

⇒⎩⎨
⎧

= ⇒ a + b =a + b
25

9

5

4

25

9

25

16

= ⇒ a + b =a + b
25

16

5

3

25

16

25

9
b = −1, a = 1

⇒ =
b

a
−1

:هلئسم ضرف قبط3 هنیزگ 84

f(0٫6) = 0٫8, f(0٫8) = 0٫6

⇒{ = 0٫8a + 0٫36b

= 0٫6a + 0٫64b
{ a + 0٫36b = 0٫64

a + 0٫64b = 0٫36
مينکیم  مک  مه زا ار هلداعم ود

−0٫28b = 0٫28 ⇒ b =

−1 ⇒ a = 1

⇒ ab = (1)(−1) = −1

1 هنیزگ

:مینادیم

:میسیونیم ار  ادتبا

:مینکیم هبساحم ار  سپس و

:مینکیم ادیپ ار  بترمجوز لاح

85

D =
g
f D ∩f D −g {x∣g(x) = 0}

D =fog {x∣x ∈ D , g(x) ∈g D }f

f −1

f =−1 {(2, 1), (5, 2), (4, 3), (6, 4)}

gof −1

gof =−1 {(5, 3), (4, 1), (6, 2)}

gof −1

g

=
gof −1

g
{(5, 2), (4, 2)}

4 هنیزگ 86

f = {(1 , 2) , (2 , 5) , (3 , 4) , (4 , 6)} , \quadg = {(2 , 3) , (4 , 2) , (5 , 6) , (3 , 1)}

g =−1 {(3 , 2) , (2 , 4) , (6 , 5) , (1 , 3)} ⇒ g of =−1 {(1 , 4) , (4 , 5)}
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g of −−1 f = {(1 , 4 − 2) , (4 , 5 − 6)} = {(1 , 2) , (4 , −1)} ⇒ درب= {2 , −1}

.تسا  هاگنآ دشاب  رگا مینادیم4 هنیزگ

:مینکیم لمع تروص نیدب  ۀبساحم يارب

.مییامنیم لمع تروص نیدب  ۀبساحم يارب

87f(a) = bf (b) =−1 a

(g of )(8) =−1 −1 g (f (8))−1 −1

f (8)−1

8 = x −
5

2
4 → x =

5

2
12 → 2x = 60 → x = 30

سپ: g (f (8)) =−1 −1 g (30)−1

g (30)−1

30 = x +3 x → x = 3

1 هنیزگ تسا  هک مینادیم .

دینک هجوت :

88f(a) = b ⇒ f (b) =−1 a

f (20) =−1 a ⇒ f(a) = a + =a 20 ⇒ a = 16 ⇒ f (20) =−1 16

g (16) =−1 b ⇒ g(b) = =
1 − b

9b + 6
16 ⇒ b =

5

2

g of (20) =−1 −1 g (f (20))−1 −1 = g (16) =−1

5

2

.تسا  هک مینادیم4 هنیزگ

:دینک هجوت

89f(a) = b ⇒ f (b) =−1 a

f og (−9) =−1 −1 f (g (−9))−1 −1 = f (21) =−1 6

g (−9) =−1 a ⇒ g(a) = −9 ⇒ =
2

3 − a
−9 ⇒ 3 − a = −18 ⇒ a = 21

f (21) =−1 b ⇒ f(b) = 21 ⇒ b −2 4b + 9 = 21 ⇒ b −2 4b − 12 = 0 ⇒ (b − 6)(b + 2) = 0

⇒ { b = 6
b = −2 ( هنماد هب هجوت اب( ق ق غ

:میراد ،اهرادومن يور هدش صخشم ریداقم هب هجوت اب .مینکیم هبساحم ار  و  تارابع زا مادک ره2 هنیزگ

.تسا  و  ۀطقن ود زا هدنرذگ یطخ عبات 

 

90gof (−2)−1gog(0)

gog(0) = g(g(0)) = g(2) = 3

f(0, −3)(2,0)

بيش= =
2 − 0

0 − (−3)
2

3
⇒ y − 0 = (x −

2

3
2) = x −

2

3
3

f(x) = x −
2

3
3

f (−2) =−1 k ⇒ f(k) = −2 ⇒ k −
2

3
3 = −2 ⇒ k =

2

3
1 ⇒ k = ⇒

3

2
f (−2) =−1

3

2
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.تسا  و  طاقن زا هدنرذگ یطخ عبات ، يارب

:اب تسا ربارب لاؤس ۀتساوخ

⇒ gof (−2) =−1 g(f (−2)) =−1 g( )
3

2

a ≤ 1(1, 1)(0, 2)

بيش= =
0 − 1

2 − 1
−1 ⇒ y − 2 = −1(x − 0) ⇒ y = −x + 2

x ≤ 1 ⇒ g(x) = −x + 2 ⇒ g( ) =
3

2
− +
3

2
2 =

3

4

gof (−2) ×−1 gog(0) = ×
3

4
3 = 4

1 هنیزگ 91

(gof)(x) = 0 ⇒ { f(x) = 1 ⇒ x = 1x

f(x) = 2 ⇒ x = 22 x 2

⇒ ⇒{ x = 1 ⇒ x = 13

x = 8 ⇒ x = 23 طاقن لوط فلاتخا= 2 − 1 = 1

4 هنیزگ 92

P = 2πr ⇒ 2π = 2πr ⇒ r = 1 , OH = OA ⇒
2

1
=OAH^ 30 ⇒∘ =AOB^ 60∘

OA = OB = AB = 1 ⇒ AH = (1) =
2

3
; =

2

3
AB

⌢
(2π) =

6

1

3

π

( +AH +BH ) −AB
⌢

(OA + +OH ) =AH −AB
⌢

OA = −
3

π
1 =

3

π − 3

.تفرگ رظن رد ار  و  ناوتیم تسا  نوچ3 هنیزگ

A

B C
H 5 x

x2
96

93
cot C = =

AH

CH

2

5
CH = x5AH = 2x

:AHC
Δ

(96) =2 (2x) +2 ( x)5 2 → 96 × 96 = 4x +2 5x2 → 96 × 96 = 9x2 → x =2 32 × 32 → x = 32

→ AH = 2x = 64

:میراد  ثلثم یسونیس تحاسم قبط2 هنیزگ 94ABC
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 :هجیتنرد و تسا  علض هب یعبرم رطق  سپ ؛ میراد و دناتشهنمه مه اب هدروخروشاه ۀیوازلامئاق ثلثم ود

→{S = a × 4٫8 × sin 60ABC 2
1 ∘

: S = ضرف7٫2 ABC 3
1٫2a =3 7٫2 ⇒3 a = 6

x = a sin 60 =∘ 3 3CD3 3

CD = 3 ×3 =2 3 6

4 هنیزگ 95

S علاضلاایزاوتم= 2x × 3x × sin 150 =∘ 54 ⇒ 6x ×2 =
2

1
54

x =2 18 ⇒ x = 3 ⇒2 علاضلاایزاوتم طيحم= 10x = 30 2

.تسا هداح ۀیواز  سپ ،تسا تبثم  رادقم نوچ2 هنیزگ 96cos θθ

S =
2

[2 + (2 + 2x)] × h

cos θ = =
5

x
0٫6 ⇒ x = 3

sin θ = =1 − 0.62 0٫8 ⇒ =
5

h
0٫8 ⇒ h = 4

⇒ S = =
2

(2 + 8) × 4
20

4 هنیزگ

 :سپ ،تسا نیقاسلايواستم  ۀیواز ود نتشاد رطاخ هب  ثلثم

:مینکیم میسقت و برض شجودزم رد ار ترابع سپ تسین اههنیزگ رد باوج نیا

97

:AH B′
Δ

sin 45 =∘

AB

AH ′

→ =
2

2

8

AH ′

→ AH =′ 4 2

→ AH = 4 →2 BH = 8 − 4 2

OHB45∘OH = BH = 8 − 4 2

S =
OBH

Δ
2

BH × OH
=

2

(8 − 4 )(8 − 4 )2 2
=

2

(4(2 − ))(4(2 − ))2 2
= 8(2 − )2 2

= 8(4 + 2 − 4 )2 = 8(6 − 4 ) =2 16(3 − 2 )2

16(3 − 2 )2
3 + 2 2

3 + 2 2
= 16 =(

3 + 2 2

9 − 8 )
3 + 2 2

16

24
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2 هنیزگ

 

98

S −
ABC

Δ S =
ADE

Δ 1٫75

⇒ ×
2

1
5 × 7 × sin −A ×

2

1
7 × 4 × sin =A 1٫75

⇒ ×
2

1
5 × 7 × sin −A ×

2

1
7 × 4 × sin =A

4

7

⇒ sin =
2

1
A ⇒

4

1
sin =A ⇒

2

1
=A

6

π

⇒ tan =A tan =
6

π
=

3

3

3

1

.مینکیم باسح ار هدشهداد یتاثلثم ياهتبسن زا مادکره3 هنیزگ

:تسا ریز تروصهب لاؤس ۀتساوخ نیاربانب

99

sin
3

17π
= sin(6π − )

3

π
= sin( )

3

−π
= − sin

3

π
= −

2

3

cos( )
6

−17π
= cos

6

17π
= cos(3π − )

6

π
= cos(π − )

6

π
= − cos

6

π
= −

2

3

tan
4

19π
= tan(5π − )

4

π
= tan(π − )

4

π
= − tan

4

π
= −1

sin( )
6

−11π
= − sin

6

11π
= − sin(2π − )

6

π
= − sin( )

6

−π
= sin

6

π
=

2

1

sin( ) cos( )
3

17π

6

−17π
+ tan( ) sin( )

4

19π

6

−11π
= ( )( ) +

2

− 3

2

− 3
(−1)( )

2

1
= −

4

3
=

2

1

4

1

.میسیونیم  بسحرب و هتسکش ار اههیواز2 هنیزگ
100

4

π

A = tan +
4

11π
sin cos

4

15π

4

13π

tan( )
4

11π
= tan( )

4

12π − π
= tan(3π − )

4

π
= tan(π − )

4

π
= − tan

4

π
= −1

sin( )
4

15π
= sin( )

4

16π − π
= sin(4π − )

4

π
= − sin( )

4

π
= −

2

2

cos( )
4

13π
= cos( )

4

12π + π
= cos(3π + )

4

π
= cos(π + )

4

π
= − cos

4

π
= −

2

2

A = −1 + (− ) ⋅
2

2
(− )

2

2
= −1 + =

2

1
−
2

1
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2 هنیزگ 101

tan sin +
6

17π

3

11π
cos

3

10π
= tan(3π − ) sin(4π −

6

π
) +

3

π
cos(3π + )

3

π

= tan(− ) sin(− ) +
6

π

3

π
cos(π + )

3

π
= (− tan )(− sin ) −

6

π

3

π
cos

3

π

= tan sin −
6

π

3

π
cos

3

π
= ×

3

3
−

2

3

2

1
= −

6

3
=

2

1
0

:میهدیم لیکشت ار  هیواز1 هنیزگ

:میراد ، مینکیم ضرف

:میراد سپ  هاگنآ ، رگا هک تسا صخشم لباقم یتاثلثم ةریاد يور زا

102−
4

π
x

− <
4

π
x < ⇒

4

π
>

4

π
−x > − ⇒

4

π
+

4

π
>

4

π
−

4

π
x > −

4

π
⇒

4

π
0 < −

4

π
x <

2

π

α = −
4

π
x

0 < α < , tan α =
2

π

2 + m

1 − m

0 < α <
2

π
tan α > 0

>
2 + m

1 − m
0 ⇒ −

c∣ccccmـ

2+m
1−m −

−2
نت +

1
0 − 2 < m < 1 ⇒ m ∈ (−2 , 1)

:میباییم ار  دودح ادتبا2 هنیزگ

:میراد یتاثلثم ةریاد زا هدافتسا و  ضرف اب

:میراد لک رد نیاربانب ،دباییم شهاک  ات سپس و هتفای شیازفا  ات  زا  ، رگا ،لباقم یتاثلثم ةریاد قبط

103x

− <
12

π
x <

12

5π ×2
− <
6

π
2x <

12

5π

2x = α

sin α = , − <
4

m − 1

6

π
α <

6

5π

− <
6

π
α <

6

5π
sin α−

2

1
1

2

1

− <
2

1
sin α ≤ 1 ⇒ − <

2

1
≤

4

m − 1
1

×4
−2 < m − 1 ≤ 4

+1
−1 < m ≤ 5 ⇒ m ∈ (−1, 5]

 :سپ ،دشاب  ربارب دیاب هک دوشیم  تروصهب هدشهداد طخ بیش4 هنیزگ
104

m − 12

−2m
tan 60∘
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=
m − 12

−2m
⇒3 m +3 2 2m − =3 0

⇒ m = ⇒
2 3

−2 ± 4 + 12
∣m −1 m ∣ =2 =

2 3

2 16

3

4

3 هنیزگ 105

+
cos x

sin x
=

sin x

cos x
−3 ⇒ =

sin x cos x

sin x + cos x2 2

−3 ⇒ sin x cos x = −
3

1

(sin x + cos x) =2 sin x +2 cos x +2 2 sin x cos x = 1 − =
3

2
⇒

3

1
sin x cos x = ±

3

3

3π < 4x < 4π ⇒ π <
4

3
x < π ⇒ sin x + cos x = −

3

3

⇒ sin x +3 cos x =3 (sin x + cos x)(sin x +2 cos x −2 sin x cos x) = − (1 +
3

3
) =

3

1
−
9

4
3

⇒ =
sin x + cos x3 3

1
=

− 9
4 3

1
=

4 3

−9
− =

4

3 3
−0٫75 3

1 هنیزگ 106

tan x + cot x = 4 ⇒ =
cos x sin x

1
4 ⇒ cos x sin x = ,

4

1

5π < 4x < 6π
÷4

<
4

5π
x < ⇒

2

3π
sin x < cos x < 0 → sin x − cos x < 0 (1)

(1)
sin x − cos x = − =1 − 2 cos x sin x −

2

1

sin x −3 cos x =3 (sin x − cos x)(cos x +2 sin x +2 cos x sin x) = − (1 +
2

1
)

4

1

⇒ =
sin x − cos x3 3

1
−0٫8 2

:مینادیم2 هنیزگ 107

sin x − cos x = sin(x −2 )
4

π

T = 3 cos 4x + (sin x −2 cos x) = 3 cos 4x + 2 sin(x − )
4

π
x=

12

π

T = 3 cos +
3

π
2 sin(− ) =

6

π
−

2

3

1 =
2

1

108tan(π                          :مینادیم4 هنیزگ − α) = − tan α
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⇒{ α + β = 180∘

tan β = =
2

1٫5

4

3 tan α = − tan β = −
4

3

tan( −
2

π
α) = cot α = −

3

4

:میراد  ضرف اب  4 هنیزگ 109α = 68∘

248 = 180 + 68 , 158 = 90 + 68

202 = 270 − 68 , 292 = 360 − 68

=
sin( − α) − cos(2π − α)

2

3π

3 cos(π + α) − 2 sin( + α)
2

π

=
− cos α − cos α

−3 cos α − 2 cos α
=

−2 cos α

−5 cos α
2٫5

2 هنیزگ

:تشاد میهاوخ تروص نیا رد اریز ؛دشاب  هک تسا رارقرب ینامز قوف يواست

.تسا یتاثلثم ةریاد موس هیحان رد  سپ دشاب  و  دیاب هکنیا هب هجوت اب

110

−
cos α2

1
tan α =

∣ cos α∣
1 + sin α

−
∣ cos α∣

1
=

cos α

sin α

∣ cos α∣
1 + sin α

cos α < 0

−
cos α

−1
=

cos α

sin α

− cos α

1 + sin α

=
cos α

∣ sin α∣
⇒

cot α

−1
=

cos α

∣ sin α∣
cos α

− sin α

⇒ sin α دياب> 0

cos α < 0sin α < 0α

:تشاد میهاوخ مینک ضرف  و  بیترت هب ار يزول گرزب و کچوک ياهرطق لوط رگا1 هنیزگ

:تشاد میهاوخ مینک ضرف  ار يزول علض لوط رگا

111xy

S = xy ⇒
2

1
xy = 2S

a
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:تشاد میهاوخ سپ ؛ اب تسا ربارب يزول تحاسم یفرط زا

:میراد ینعی دشاب  و  دیاب سپ تسا رظن دروم  تبثم رادقم نوچ

ضرف قبط: a = ⇒2S a =2 2S

⇒ =
2

a2
S

S = a × a × sin β

=
2

a2
a × a × sin ⇒β sin =β ⇒

2

1
=β

6

π
اي
6

5π

tan( )
2

A − B
=A

6

5π
=B

6

π

tan( ) =
2

A − B
tan( ) =

2

−
6
5π

6
π

tan =
3

π
3

1 هنیزگ

.دراد رارق مراهچ ای لوا ۀیحان رد  هجیتن رد ،دشاب تبثم دیاب  نیاربانب

ۀیحان رد  هک میریگیم هجیتن باوج ود كارتشا زا .دراد رارق مراهچ ای موس ۀیحان رد  سپ .دشاب  هک تسا  ربارب لااب رسک یتروص رد

.دراد رارق مراهچ

112

−
cos α2

1
=

cot α

1

∣ cos α∣
1 − sin α

پچ فرط= −
∣ cos α∣

1
tan α = −

∣ cos α∣
1

=
cos α

sin α

∣ cos α∣
1 − sin α

cos αα

− =
1 − cos α2

cos α
− =

sin α2

cos α
−

∣sin α∣
cos α

cot αsin α < 0αα

4 هنیزگ

     لیطتسم رطق  

113

tan =B , tan =
y

x
C

x

y

ضرف قبط
تحاسم رذج= ×

2

1
ليطتسم رطق

=xy ⇒
2

1
x + y2 2 xy = (x +

4

1 2 y )2

⇒ x +2 y =2 4xy ⋆
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tan( −B ) =C =
1 + tan tanB C

tan − tanB C
=

1 + ×
x

y

y

x

−
y

x

x

y

=
2

xy

x − y2 2

2xy

x − y2 2

⋆
x +2 y +2 2xy = 6xy ⇒ (x + y) =2 6xy ⇒ x + y = 6xy

⋆
x +2 y −2 2xy = 2xy ⇒ (x − y) =2 2xy ⇒ x − y = 2xy

x −2 y =2 (x − y)(x + y) = ×2xy =6xy xy12

tan( −B ) =C =
2xy

x − y2 2

=
2xy

xy12
3

4 هنیزگ

.دراد رارق مراهچ عبر رد  سپ  و  نوچ

114

>
sin α

cot α
0 ⇒ >

sin α2

cos α
0 ⇒ cos α > 0

2 sin α < sin 2α ⇒ 2 sin α < 2 sin α cos α

⇒ 2 sin α( ) <

(cos α<1)تبثم هراومه

1 − cos α 0 ⇒ sin α < 0

cos α > 0sin α < 0α

 :میراد و تسا یتاثلثم ةریاد موس ۀیحان رد نامک ياهتنا ،تسا  نوچ و  هک مینادیم4 هنیزگ
115

1 + tan x =2

cos x2

1
π < x <

2

3π

(2 sin −1 + tan x2 2

4

π
sin x)2 = 2( ) −

cos x2

1 (
2

2 2 sin x2 ) = (1 −
∣ ∣

−

cos x

1
sin x)2 = (cos x)

cos x

−1 2

= − cos x

:میراد و تسا یتاثلثم ةریاد مود ۀیحان رد نامک ياهتنا ،تسا  نوچ و  هک مینادیم1 هنیزگ
116

1 + tan x =2

cos x2

1
<

2

π
x < π

( −
1 + tan x2

tan x

sin x

1
sin x) = ( )

cos x2

1

tan x

sin x

1 − sin x2

= ( )

∣ ∣
−

cos x

1
tan x

sin x

cos x2

= −( )(cos x)( )
cos x

sin x

sin x

cos x2

= − cos x2

4 هنیزگ 117

1 + cot C =2

sin C2

1
→ 1 + cot C =2

25

169
→ cot C =2

25

144
→ cot C =

5

12

:AHC
Δ

cot C =
AH

CH
→ =

5

12

AH

9
→ 12AH = 45 → AH = 3٫75

:لوا شور1 هنیزگ 118

f(x) = 32 cos x cos 2x cos 4x cos 8x cos 16x( )2
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:مینکیم میسقت و برض  رد ار زتنارپ لخاد ترابع

.میاهدرک هدافتسا  و  ياهداحتا زا یلبق ترابع رد

  

 :میهد رارق لاؤس تروص رد سپس و هدرک هبساحم ادتبا ار  میناوتیم :مود شور

sin x

f(x) = 32( )
sin x

sin x cos x cos 2x cos 4x cos 8x cos 16x 2

f(x) = 32( )
sin x

sin 32x
32

1

2 = =
32 sin x2

sin 32x2

16(1 − cos 2x)
sin 32x2

2 sin x =2 1 − cos 2xsin x cos x = sin 2x
2

1

ميراد سپ: f( )
12

π
=

16(1 − cos )
6

π

sin2

3

8π

=
16(1 − cos )

6

π

sin2

3

2π

=

16(1 − )
2

3
4

3

⇒ f( ) =
12

π
×

32(2 − )3

3

2 + 3

2 + 3

= =
32

6 + 3 3

32

6 + 27

cos 15∘( =
12

π
15 )∘

مينادیم: cos x =2

2

1 + cos 2x
⇒ cos 15 =2 ∘ =

2

1 + cos 30∘

4

2 + 3

ميراد سپ: f( )
12

π
= 32 cos 15 cos 30 cos 60 cos 120 cos 2402 ∘ 2 ∘ 2 ∘ 2 ∘ 2 ∘ = 32 × ( ) ×

4

2 + 3
×

4

3
×

4

1
×

4

1

4

1

=
32

6 + 3 3

:میراد . و  مینادیم ،مینک هداس یمک ار ترابع تروص ادتبا3 هنیزگ

:اب دوشیم ربارب رظندروم ترابع لصاح

119sin( +
2

π
α) = cos αsin(α − π) = − sin(π − α) = − sin α

cos α = ⇒
3

2
sin α = ± 1 − cos α2 = ±

9

5 مراهچ عبر −
3

5

1 + tan α =2

cos α2

1
⇒ 1 + tan α =2 ⇒

4

9
tan α =2

4

5

=
∣ tan α − 1∣2

cos α + sin α
=

∣ − 1∣
4

5

−
3

2
3
5

3

4(2 − )5

.مینکیم هدافتسا  ۀطبار زا و مینکیم میسقت  رب ار  نیفرط3 هنیزگ

.مینکیم هدافتسا  و  طباور زا :مود شور

120
2 sin x +2 cos x =2

3

4
cos x2=

cos x2

1
1 + tan x2

+
cos x2

2 sin x2

=
cos x2

cos x2

×
3

4

cos x2

1
⇒ 2 tan x +2 1 = (1 +

3

4
tan x)2

×3
6 tan x +2 3 = 4 + 4 tan x ⇒2 2 tan x =2 1 ⇒ tan x =2

2

1

sin x =2 1 − cos x2cos x =2 1 − sin x2
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2 sin x +2 cos x =2

3

4

2 sin x +2 1 − sin x =2 ⇒
3

4
sin x =2 −

3

4
1 =

3

1

2 sin x +2 cos x =2 ⇒
3

4
2(1 − cos x) +2 cos x =2

3

4
⇒ 2 − 2 cos x +2 cos x =2

3

4

⇒ cos x =2 2 − =
3

4

3

2

tan x =2 =
cos x2

sin x2

=
3
2
3
1

2

1

 :میروآیم تسد هب ار سونیسک رادقم ،هدشهداد ۀطبار هب هجوت اب2 هنیزگ

 

 :مینادیم

121

sin α = 2 cos α ⇒ tan α = 2

1 + tan α =2 ⇒
cos α2

1
=

cos α2

1
1 + 4 = 5 ⇒ cos α =2

5

1

موس عبر
cos α<0

cos α = =
5

−1
−

5

5

:میراد یتاثلثم طباور کمکهب3 هنیزگ 122

tan α = →
3

4

⎩
⎨
⎧ 1 + tan α = → 1 + = → cos α = cos α = −2

cos α2

1

9

16

cos α2

1 2

25

9 موس ۀيحان
5

3

sin α = 1 − cos α → sin α = 1 − = sin α = −2 2 2

25

9

25

16 موس ۀيحان
5

4

cot α =
4

3

sin( +
2

9π
α) = sin(4π + +

2

π
α) = sin( +

2

π
α) = cos α = −

5

3

cos( −
2

7π
α) = cos(2π + −

2

3π
α) = cos( −

2

3π
α) = − sin α =

5

4

tan(α − )
2

3π
= − tan( −

2

3π
α) = − cot α = −

4

3

سپ: sin( +
2

9π
α) cos( −

2

7π
α) − tan(α − )

2

3π
= (− )( ) +

5

3

5

4
=

4

3
− +
25

12

4

3

= =
100

−48 + 75
=

100

27
0٫27

2 هنیزگ 123

tan( )
4

11π
= tan(3π − )

4

π
= tan(π − )

4

π
= − tan

4

π
= −1

sin( )
4

15π
= sin(4π − )

4

π
= − sin( )

4

π
= −

2

2
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سپ :

cos( )
4

13π
= cos(3π + )

4

π
= cos(π + )

4

π
= − cos

4

π
= −

2

2

A = (−1) + (− )(− )
2

2

2

2
= −1 + =

2

1
−
2

1

2 هنیزگ

سپ :

124

tan =
6

17π
tan(3π − )

6

π
= tan(π − ) =

6

π
− tan =

6

π
−

3

3

sin =
3

11π
sin(4π − )

3

π
= sin(− ) =

3

π
−

2

3

cos =
3

10π
cos(3π + )

3

π
= cos(π + ) =

3

π
− cos =

3

π
−
2

1

tan ⋅
6

17π
sin +

3

11π
cos

3

10π
= (− )(− ) −

3

3

2

3

2

1
= −

2

1
=

2

1
0

2 هنیزگ 125

tan 300 =∘ tan(360 −∘ 60 )∘ = tan(−60 )∘ = − tan 60 =∘ − 3

cos 210 =∘ cos(270 −∘ 60 )∘ = − sin(60 ) =∘ −
2

3

tan 480 =∘ tan(360 +∘ 120 )∘ = tan(120 )∘ = tan(180 −∘ 60 )∘ = − tan(60 ) =∘ − 3

sin 840 =∘ sin(4 × 360 +∘ 120 )∘ = sin(120 )∘ = sin(180 −∘ 60 )∘ = sin(60 ) =∘

2

3

سپ: tan(300 ) cos(210 ) +∘ ∘ tan(480 ) sin(840 )∘ ∘ = (− )(− ) +3
2

3
(− )( )3

2

3
= −

2

3
=

2

3
0

4 هنیزگ 126

tan 285∘ = tan(270 +∘ 15 )∘ = − cot 15∘

tan(−165 ) =∘ − tan 165∘ = − tan(180 −∘ 15 ) =∘ tan 15∘

sin(1095 )∘ = sin(6 × 180 +∘ 15 )∘ = sin 15∘

cos(255 )∘ = cos(270 −∘ 15 )∘ = − sin 15∘

سپ: tan(285 ) ⋅∘ tan(−165 )∘ − sin(1095 ) cos(255 )∘ ∘ = (− cot 15 )(tan 15 )∘ ∘ −(sin 15 )(− sin 15 )∘ ∘

= −1 + sin 152 ∘ = −(1 − sin 15 ) =2 ∘ − cos 152 ∘

4 هنیزگ

.مینکیم میسقت و برض  رد ار  عبات ۀطباض

127

مينادیم: sin α cos α = sin 2α
2

1

fsin 3x2
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:دینک تقد

. :هتبلا و  و  مینادیم یفرط زا

f(x) = 16( )
sin 3x

cos 6x cos 12x cos 24xsin 3x cos 3x

sin 6x2
1

2

sin 3x cos 3x = sin 6x
2

1

sin 6x cos 6x = sin 12x
2

1

sin 12x cos 12x = sin 24x
2

1

sin 24x cos 24x = sin 48x
2

1

f(x) = 16( )
sin 3x

sin 48x16
1

2

⇒ f( ) =
36

π
16( ) =

16 sin 36
3×π

sin 36
48π

2

16 sin2
12
π

sin2
3
4π

sin α =2

2

1 − cos 2α
sin =

3

4π
−

2

3
cos =

6

π

2

3

f( ) =
36

π
=

16( )2

1−cos 6
π

4
3

×
16(2 − )3

3
=

2 + 3

2 + 3

16

6 + 3 3

.مینک هداس ار ترابع یمک ادتبا2 هنیزگ

. و  :هک دینک تقد

.مینکیم هبساحم ار اهنآ هک ،میراد زاین ار  و  ، ، ، ریداقم لاؤس لح يارب

128

=
cot(2α)

cos(2α − ) + cos(α + π)2
π

cot(2α)
sin 2α − cos α

cos(α + π) = − cos αcos(2α − ) =
2

π
sin 2α

cos αsin αsin 2αcos 2αcot 2α

1)1 + tan α =2

cos α2

1
⇒ 1 + ( ) =

4

3 2

cos α2

1
⇒ cos α =2

25

16 αموس عبر رد
cos α = −

5

4

2) sin α =2 1 − cos α2 ⇒ sin α =2 1 − (− ) =
5

4 2

25

9 αموس عبر رد
sin α = −

5

3

3) sin 2α = 2 sin α cos α = 2(− )(− ) =
5

3

5

4

25

24

4) cos 2α = cos α −2 sin α =2 (− ) −
5

4 2 (− ) =
5

3 2

25

7

5) cot 2α = =
sin 2α

cos 2α
=

25
24
25
7

24

7
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:میروآیم تسد هب ار لاؤس ۀتساوخ لاح

=
cot(2α)

sin 2α − cos α
=

24
7

− (− )25
24

5
4

=
25 × 7

44 × 24

175

1056

2 هنیزگ

:مینادیم

:یفرط زا

.مینکیم هبساحم ار لاؤس ۀتساوخ لاح

.دوب دهاوخ لوا عبر رد  مه زاب دشاب موس عبر رد  رگا و دوب دهاوخ لوا عبر زین  ، رادقم هب هجوت اب دشاب لوا عبر رد  رگا دینک تقد

129

tan 2α =
1 − tan α2

2 tan α
, 1 + tan α2 =

cos α2

1

tan α = =
1 − tan2

2
α

2 tan 2
α

=
1 − 16

1
2
1

15

8

1 + tan α =2 ⇒
cos α2

1
1 + =

225

64
⇒

cos α2

1
cos α =2 ⇒

289

225
cos α = ⇒

17

15
sin α = =1 −

289

225

17

8

=
sin α − cos α

tan α − sin α
=

−17
8

17
15

−15
8

17
8

=
17
−7

15×17
8×17−8×15

=
−7
15
16

−
105

16

2

α
tan =

2

α

4

1
α

2

α
α

1 هنیزگ

.مینکیم یسررب ار نآ یتاثلثم داحتا و  ۀبساحم ةوحن لاؤس لح زا لبق

.مینکیم هداس ار  عبات لاح

130

sin 3α

sin(2α + α) = sin 2α ⋅ cos α + cos 2α ⋅ sin α

⇒ sin 3α = 2 sin α ⋅ cos α +2 (1 − 2 sin α) sin α2

⇒ sin 3α = 2 sin α(1 − sin α) +2 sin α − 2 sin α3 ⇒ sin 3α = 3 sin α − 4 sin α3

(fα)

f(α) = 4 sin α cos 2α + 2 sin α = 4 sin α(1 − 2 sin α) +2 2 sin α

⇒ f(α) = 6 sin α − 8 sin α =3 2(3 sin α − 4 sin α) =3 2 sin 3α

f( ) =
9

41π
2 sin( ) =

3

41π
2 sin( ) =

3

36π + 5π
2 sin(12π + ) =

3

5π
2 sin =

3

5π
2 sin(2π − ) =

3

π

−2 sin =
3

π
−2 × =

2

3
− 3

:میراد و دنتسه دومع مه رب هیلوا طخ ود و هدوب همئاق A ۀیواز سپ ،دنتسه عطاقتم طخ نیا اب رگید طخ ود و تسا  طخ يور زکرم نوچ2 هنیزگ 131y = −x
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m = − , m =
2

1 ′ , mm =
a

−2 ′ −1 ⇒ a = −1 ; ⇒{ x + 2y = 3
2x − y = 6

A(3 ,0)

⇒{ 2y + x = 0
y + x = 0

B(−3 , 3) ; ⇒{ 2x − y = 3
y + x = 0

C(1 , −1)

AC = =4 + 1 , AB =5 =36 + 9 45

tan B = =
AB

AC
=

45

5
, tan C =

3

1
3

tan(B − C) = =
1 + tan B tan C

tan B − tan C
=

1 + × 3
3

1

− 3
3

1

− ⇒
3

4
cot(B − C) = −

4

3

4 هنیزگ

. میراد  ثلثم رد دینک تقد :لوا شور

.تسا رتو  رتو رب دراو عافترا ، ۀیواز کی اب هیوازلامئاق ثلثم رد :هتکن

. سپ

:میراد اهسونیس ۀیضق قبط  ثلثم رد یفرط زا

132

مينادیم: sin α =2 , cos α =
2

1 − cos 2α 2

2

1 + cos 2α

OHC
Δ

=Ĥ 90 , =∘ Ĉ1 15∘

15∘

4

1

S =
OHC

Δ ×
2

1
OC ×

4

1
OC =

8

OC2

O CA
Δ

=
sin 15∘

OC
⇒

sin Ô1

AC
=

sin 15∘

OC
⇒

cos 15∘

sin 105∘
6

OC = 6 × =
cos 15∘

sin 15∘

6 tan 15∘

⇒
sin 15 =2 ∘

2

1 − cos 30∘

cos 15 =2 ∘
2

1 + cos 30∘ tan 15 =2 ∘ =
1 + cos 30∘

1 − cos 30∘

×
2 + 3

2 − 3
=

2 + 3

2 + 3
=

(2 + )3 2

1

7 + 4 3

1
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.تسا یضایر ۀتشر نازومآشناد بسانم و تسا یبرجت یضایر باتک زا رتارف شور نیا 

:مود شور

750
H

O
B C

A

H

150

150

6

:مینادیم

:یفرط زا

:میراد سپ

⇒ S =
OHC

Δ =
8

(6 tan 15 )∘ 2

×
8

36
=

(7 + 4 )3

1

2(7 + 4 )3

9

∗

:AHC
Δ

sin 15 =∘

AC

HC AC=6
HC = 6 sin 15∘

:OHC
Δ

tan 15 =∘ ⇒
HC

OH
OH = HC × tan 15∘

S =
O CH

△ ×
2

1
HC × OH

⇒ S =
OHC

Δ ×
2

1
(6 sin 15 ) ×∘ (HC tan 15 ) =∘ ×

2

1
36 sin 15 ×2 ∘ tan 15∘

sin α =2

2

1 − cos 2α
⇒ sin 15 =2 ∘ =

2

1 − cos 30∘

=
2

1 − 2
3

4

2 − 3

tan α =2 =
cos α2

sin α2

⇒
2

1+cos 2α
2

1−cos 2α

tan 15 =2 ∘ =
1 + cos 30∘

1 − cos 30∘

×
2 + 3

2 − 3
=

2 + 3

2 + 3
⇒

(2 + )3 2

1
tan 15 =∘

2 + 3

1

S =
OHC

Δ 18( ) ×
4

2 − 3
=

2 + 3

1
=

2(2 + )3 2

9

2(7 + 4 )3

9

:لوا لحهار3 هنیزگ

:مینکیم هداس و هتفرگ كرتشم جرخم

:مود لحهار

133

+
1 − cos θ

sin θ

sin θ

1 + cos θ
=

(1 − cos θ) sin θ

sin θ + (1 − cos θ)2 2

=
(1 − cos θ) sin θ

2 sin θ2

=
1 − cos θ

2 sin θ
=

2 sin2

2

θ

2 × 2 sin cos
2

θ

2

θ

= 2 cot
2

θ

37
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+
1 − cos θ

sin θ

sin θ

1 + cos θ
=

2 sin2

2

θ

2 sin cos
2

θ

2

θ

+
2 sin cos

2

θ

2

θ

2 cos2
2

θ

= cot +
2

θ
cot

2

θ
= 2 cot

2

θ

3 هنیزگ

:میناسریم  ناوت هب ار قوف يواست نیفرط

:مینکیم هدافتسا  ۀطبار زا لاح

134

10(sin x + cos x) = 6 5 ⇒ sin x + cos x = =
10

6 5

5

3 5

2

(sin α + cos α) =2

25

9 × 5
⇒ sin α +2 cos α +2 2 sin α cos α =

5

9
⇒ 1 + sin 2α = ⇒

5

9
sin 2α =

5

4

sin 2α =
1 + tan α2
2 tan α

=
1 + tan α2
2 tan α

5

4
⇒ 4 + 4tan α =2 10 tan α ⇒ 4tan α −2 10 tan α + 4 = 0 ⇒ 2tan α −2 5 tan α + 2 = 0

Δ = 25 − 4 × 2 × 2 = 9 ⇒ tan α = ⇒
4

5 ± 3 { tan α = 2
tan α = 2

1

.مینکیم هبساحم ار  رادقم ،هدش هداد ۀطبار زا4 هنیزگ

.میباییم ار  لصاح

:سپ ،تسا یفنم تناژنات رادقم هیحان نیا رد و تسا مود ۀیحان رد ياهیواز 

135sin x

=
1 + sin x

1 − sin x
4 ⇒ 4 + 4 sin x = 1 − sin x ⇒ 5 sin x = −3 ⇒ sin x =

5

−3

cos x =2 1 − sin x =2 1 − =
25

9

25

16
⇒ cos x = ±

5

4 3 xۀيحان
cos x =

5

−4

1 + cos x

1 − cos x

=
1 + cos x

1 − cos x
=

2cos ( )2
2
x

2sin ( )2
2
x

tan ( )2

2

x
⇒ tan ( ) =2

2

x

1 + (− )5
4

1 − (− )5
4

⇒ tan ( ) =2

2

x
=

5
1
5
9

9 ⇒ tan( ) =
2

x
±3

π < x < ⇒
2

3π
<

2

π
<

2

x

4

3π

2

x

tan( ) =
2

x
−3

38
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2 هنیزگ 136

cot( ) =
2

π + 4x
cot( +

2

π
2x) = − tan 2x , cos( ) =

2

π + 8x
cos( +

2

π
4x) = − sin 4x

− tan 2x = − sin 4x ⇒ =
cos 2x

sin 2x
2 sin 2x cos 2x ⇒ =

cos 2x

sin 2x(1 − 2 cos 2x)2

0 ⇒ { sin 2x = 0

cos 2x =2

2

1

⇒

⎩
⎨
⎧

cos 2x = ⇒ ⇒ a = x − x = + = ;
2

2 ⎩⎨
⎧ 2x = ⇒ x =

4

π
1

8

π

2x = − ⇒ x = −
4

π
2

8

π 1 2
8

π

8

π

4

π

cos(3a) = cos = −
4

3π

2

1

cos 2x = − ⇒
2

2
. درادن دوجو تلاح نيا یارب هدشهداد ۀزاب رد یباوج

3 هنیزگ

:مینکیم هدافتسا  یتاثلثم لومرف را  ۀبساحم يارب

:اب تسا ربارب بولطم ترابع لصاح سپ

137

=
2 sin(165 ) + 3 sin(375 )∘ ∘

sin(−285 ) + 2 cos(−105 )∘ ∘

2 sin(π − 15 ) + 3 sin(2π + 15 )∘ ∘

− sin( + 15 ) + 2 cos( + 15 )2
3π ∘

2
π ∘

= =
2 sin 15 + 3 sin 15∘ ∘

cos 15 − 2 sin 15∘ ∘

=
5 sin 15∘

cos 15 − 2 sin 15∘ ∘

cot 15 −
5

1 ∘

5

2

cot 15∘tan =
2

x

1 + cos x

sin x

tan 15 =∘ =
1 + cos 30∘

sin 30∘

=
1 +

2
3

2
1

⇒
2 + 3

1
cot 15 =∘ 2 + 3

(2 +
5

1
) −3 =

5

2
+

5

2
−

5

3
=

5

2
=

5

3
0٫2 3

4 هنیزگ

:مود لح هار

138

A = ×
sin − cos12

11π
12

11π
sin + cos12

11π
12

11π

sin + cos12
11π

12
11π

sin + cos12
11π

12
11π

A = =
sin − cos2

12
11π 2

12
11π

sin + cos + 2 sin cos2
12

11π 2
12

11π
12

11π
12

11π

− cos 6
11π

1 + sin 6
11π

A = =
− cos(2π − )6

π
1 + sin(2π − )6

π
=

− cos 6
π

1 − sin 6
π

=
−

2
3

1 −
2
1

=
−

2
3

2
1

3

−1
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A = ⇒
sin − cos12

11π
12

11π
sin + cos12

11π
12

11π
A =2

1 − sin 6
11π

1 + sin 6
11π

⇒ A =2 =
1 − sin(2π − )6

π
1 + sin(2π − )6

π
=

1 + sin 6
π

1 − sin 6
π

=
1 +

2
1

1 −
2
1

=
2
3
2
1

3

1

A<0تسا نوچ
A = −

3

1

2 هنیزگ 139

A = −1 + tan(7 × 22.5 ) =∘ −1 + tan(157.5 )∘

= −1 + tan(180 −∘ 22.5 ) =∘ −1 − tan 22.5∘

tan 22.5 =∘ =
1 + cos 45∘

sin 45∘

=

1 +
2

2
2

2

−2 1

⇒ ترابع لصاح= −1 − ( −2 1) = − 2

:نیاربانب ، میراد 1 هنیزگ

:مینکیم هدافتسا یسدنه دوهش زا نونکا

1403α = 67٫5

A = 1 − tan(67٫5)

= 1 − tan(90 − 22٫5) = 1 − cot 22.5∘

cot 22.5 =∘ =
2
2

1 + 2
2

1 + ⇒2 A = 1 − (1 + ) =2 − 2

.مینکیم رتهداس ار عبات :لوا شور1 هنیزگ 141

f(x) = tan(πx) − cot(πx) = −
cos πx

sin πx

sin πx

cos πx
=

sin πx cos πx

sin πx − cos πx2 2

f(x) =
sin πx cos πx

−(cos πx − sin πx)2 2

=
sin 2πx

2

1
− cos 2πx

= −2 cot 2πx

40
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:مود شور

.دوشیم لح یتحارهب  داحتا هب هجوت اب

T = =
2π

π

2

1

tan α − cot α = −2 cot α

tan(πx) − cot(πx) = −2 cot 2πx

T = =
2π

π

2

1

.مینکیم مسر شبوانت ةرود کی رد ار هدش هداد عبات رادومن1 هنیزگ

0 1 2

1

x

y

y= x2-
y =x

:مینکیم مسر  ینعی هدش هتساوخ ةزاب رد ار لکش نونکا

2
x

y

43
4-

1-2-

S1
S2

13
4

. ینعی ،تسا لماک ياهثلثم زا یکی تحاسم ربارب ود هدش هتساوخ تحاسم نیاربانب تسا  نوچ

142

[− , ]
4

3

4

13

S =1 S22 × ( ) =
2

2 × 1
2

.تسا  ربارب ،عبات رادقم نیرتشیب  عبات رد مینادیم3 هنیزگ

:سپ ،دنکیم قدص عبات رد )( ۀطقن

143y = a sin bx + c∣a∣ + c

Max = 3 → ∣b∣ + a = 3
سونيس دوخ تمرف لکش نوچ

b>0. تسا ، تسا
b + a = 3

π, −
2

3

π

−
2

3 → − =
2

3
a + b sin(π + )

3

π
→ − =

2

3
a − b sin

3

π
→ − =

2

3
a − b

2

3
→ −3 = 2a − b3

−2 { b + a = 3

2a − b = −33
→ −2b − b =3 −2 −3 3 → 2b + b =3 2 +3 3

→ (2 + )b =3 2 +3 3 → b = ×
2 + 3

2 + 33

2 − 3

2 − 3
= =

4 − 3

4 − 6 + 6 − 33 3
3

3 هنیزگ

:مینادیم

144

y = sin bx → T = ,
∣b∣
2π

sin x ⋅ cos x = sin 2x
2

1

41
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:سپ تسا ینحنم یلصا بوانت ةرود اب ربارب یلاوتم ممینیم ۀطقن ود ۀلصاف نوچ

:میراد و دنتملاعمه  و  سپ ،تسا يدوعص  فارطارد عبات

y = 1 + a ⋅ sin bx ⋅ cos bx = 1 + ⋅
2

a
sin 2bx

T = −
4

3π
(− ) =

4

π
π

T = =
∣2b∣
2π

⇒
∣b∣
π

=
∣b∣
π

π ⇒ ∣b∣ = 1 ⇒ b = ±1

y = 1 + ⋅
2

a
sin 2bx

رادقم نيرتشيب
1 + ∣ ∣ =

2

a
⇒

2

3
∣a∣ = 1 ⇒ a = ±1

x = 0ab

a + b = 2 a اي+ b = −2

2 هنیزگ

:سپ ،دنکیم قدص عبات رد )( هطقن

نوچ و تسا  دراد ار سونیس تمرف هدشهداد عبات نوچ و دیآیم تسد هب  ۀطبار زا عبات  رادقم  عبات رد

.تسا  هجیتن رد و تسا  سپ تسا 

.دنوشیم لصاح  و  ریداقم  و  طباور زا

145

y = a + b cos( −
2

π
x) = a + b sin x

− ,0
6

5π

→6

−5π

0
0 = a + b sin( )

6

−5π
→ 0 = a − b sin( )

6

5π

→ 0 = a − b sin(π − )
6

π
→ 0 = a − b sin( )

6

π
→ a − =

2

b
0 (I)

y = a sin bx + cMax∣a∣ + cab > 0

y(0) > 0a > 0b > 0

Max = ∣a∣ + c → 3 = ∣b∣ + a → 3 = b + a (II)

(I)(II)a = 1b = 2

سپ: f(x) = 1 + 2 sin x → f( ) =
6

π
1 + 2( ) =

2

1
2

بوانت ةرود ،  عبات رد مینادیم و .تسا  سپ تسا  هک مینادیم3 هنیزگ

.تسا  و 

:سپ ،تسا ینحنم یلصا بوانت ةرود ،یلاوتم ممینیم ود ۀلصاف نوچ

:ینعی ،دنتملاعمه  سپ تسا دوعص لاح رد رادومن  زا دعب هدش هداد لکش رد نوچ

ای

146
sin a cos a = sin 2a

2

1
y = 1 + sin 2bx

2

a
y = a sin bx + c

T =
∣b∣
2π

Max = ∣a∣ + c

Max =
2

3
→ +

2

a
1 =

2

3
→ =

2

a
→

2

1
a = ±1

T = −
4

3π
(− ) =

4

π
π → =

∣2b∣
2π

π → ∣b∣ = 1 → b = ±1

x = 0a, b

a = 1 → b = 1 → a + b = 2 a = −1 → b = −1 → a + b = −2
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.تسا  مینادیم1 هنیزگ

سپ :

.دشابیم  نیاربانب تسا  ربارب  بوانت ةرود مینادیم

147cot α − tan α = 2 cot 2α

f(x) = −(cot πx − tan πx) = −2 cot 2πx =
tan 2πx

−2

y = tan bxT =
∣b∣
π

T = =
∣2π∣

π

2

1

4 هنیزگ

.تسا  هک مینادیم  عبات رد

148

y = a + b sin( +
2

π
x) → y = a + b cos x

y = a cos bx + cMax = ∣a∣ + c

Max = 3 → ∣b∣ + a = 3 −
b<0تسا سپ

دراد ار سونيسکۀنيرق تمرف لکش
b + a = 3

0
3
7π

قدص
0 = a + b cos( )

3

7π
→ 0 = a + b cos(2π + )

3

π
→ 0 = a + b cos

3

π
→ 0 = a + →

2

b
2a + b = 0

سپ: {
2a+b =0
−b+a =3 → a = 1 , b = −2

.تسا  و  و  هک مینادیم  عبات رد4 هنیزگ

.تسا  نیاربانب تسا  سپ دراد ار سونیس ۀنیرق تمرف لکش نوچ

149
y = a sin bx + cT =

∣b∣
2π

Max = ∣a∣ + cMin = −∣a∣ + c

T = −
2

9π
( ) =

2

−3π
6π → =

∣b∣
2π

6π → ∣b∣ =
3

1
→ b = , b =

3

1

3

−1

Max = 1 → ∣a∣ + c = 1
Min = −3 → −∣a∣ + c = −3

} → c = −1 , ∣a∣ = 2 → a = 2 , a = −2

ab < 0=
b

a
−6

.دیآیم تسدهب  ۀطبار زا عبات ممیسکام رادقم  عبات رد3 هنیزگ 150y = a sin bx + cMax = ∣a∣ + c

Max =
2

3
→ ∣b∣ + a =

2

3 سونيس ۀنيرق تمرف لکش
b<0تسا . سپ تسا

−b + a =
2

3

2
π

0

قدص
0 = a + b sin( +

2

π
)

3

π
→ 0 = a + b cos

3

π
→ a + =

2

b
0 → ⎩⎨

⎧ −b + a = 2
3

2 a + = 0
2
b → 3a =

2

3

→ a = , b =
2

1
−1

.تسا  و  و  هک مینادیم  عبات رد 1 هنیزگ
151

y = a sin bx + cT =
∣b∣
2π

Max = ∣a∣ + cMin = −∣a∣ + c

T = −
6

5π
=

6

π

3

2π
→ =

∣b∣
2π

3

2π
→ ∣b∣ = 3 → b = 3, b = −3

Max = 1 → ∣a∣ + c = 1
Min = −3 → −∣a∣ + c = −3

→ c = −1, ∣a∣ = 2 → a = 2, a = −2
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.دشیم باختنا لوا ۀنیزگ مه عوضوم نیا نتسناد نودب و تسا  ینعی دراد ار سونیس تمرف لکش ab > 0

:میراد سپ ،تسا  ربارب عبات ممینیم و  ربارب عبات ممیزکام هک تسا صخشم ،رادومن يور زا3 هنیزگ 15251

y = c + a cos bx

⇒
max = ∣a∣ + c = 5
min = −∣a∣ + c = 1

} 2c = 6 ⇒ c = 3

.تسا تبثم  هک تسا صخشم  هکنیا و رادومن هب هجوت اب1 هنیزگ

:دنکیم قدص عبات رد  ۀطقن

.تسا رفص ربارب عبات رادقم  رد نینچمه

.مینکیم لح ار ریز هاگتسد لاح و  :میراد سپ ،دنکیم عطق ار اه روحم عبات رادومن هک تسا راب نیمود  رد رادومن هب هجوت اب

1530 < c < π, b > 0a

max = ∣a∣ =
4

1 a>0
a = →

4

1
f(x) = cos(bx +

4

1
c)

A( , − )
4

3

4

1

cos( b +
4

1

4

3
c) = − ⇒

4

1
cos( +

4

3b
c) = −1 ⇒ +

4

3b
c = π

x =
4

5

f( ) =
4

5
0 ⇒ cos( b +

4

1

4

5
c) = 0 ⇒ cos( b +

4

5
c) = 0

x =
4

5
xb +

4

5
c =

2

3π

⎩⎨
⎧

b + c =
4

5

2

3π

b + c = π
4

3
مينکیم مک مه زا

b −
4

5
b =

4

3
−

2

3π
π ⇒ b =

4

2
⇒

2

π
b = π

b +
4

5
c =

2

3π b = π
c = −

2

3π
=

4

5π

4

π

=
b

a ⋅ c
=

π

×
4

1

4

π

16

1

:سپ ،تسا  ربارب عبات ممینیم و  ربارب عبات ممیزکام ،رادومن هب هجوت اب4 هنیزگ

.تسا یفنم  سپ ،تسا ممینیم ياراد اه روحم اب دروخرب لکش رد رادومن نوچ

154

2

5
−
2

1

⇒
c + ∣a∣ = 2

5

c − ∣a∣ = − 2
1} 2c = −

2

5
=

2

1
2 ⇒ c = 1 ⇒ 1 + ∣a∣ = ⇒

2

5
∣a∣ =

2

3

ya

∣a∣ =
2

3 a<0
a = −

2

3
⇒ a ⋅ c = − ×

2

3
1 = −

2

3
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1 هنیزگ 155

T = =
∣b∣
π

⇒
5

π
∣b∣ = 5 ⇒ b = ±5 ⇒ b = 5

f( ) = 1 ⇒ a cos (5 − ) + c = 1 ⇒ a + c = 1
4

π 2

4

π

4

π

f( ) = −2 ⇒ a cos (5 × − ) + c = −2 ⇒ c = −2
20

7π 2

20

7π

4

π ⎭⎬
⎫

⇒ a = 3 ⇒ ab = 15

4 هنیزگ

:مینکیم هداس ار  عبات ۀطباض

:میروآیم تسد هب عبات بوانت ةرود زا مه ار  رادقم

156

f

f(x) = a + b sin(cx − ) cos(cx −
4

3π
)

4

3π

⇒ f(x) = a + sin(2cx −
2

b
) =

2

3π
a + cos(2cx)

2

b

رادومن قبط
→⎩⎨

⎧
a − ∣ ∣ = −1

2

b

a + ∣ ∣ = 3
2

b
a = 1

f(0)=−1
−1 = 1 + ⇒

2

b
b = −4

c

=
∣2c∣
2π

π ⇒ ∣c∣ = 1 ⇒ c = ±1

⇒ f(x) = 1 − 2 cos 2x
f یاهرفص

1 − 2 cos 2x = 0 ⇒ cos 2x =
2

1 0≤x≤π ⎩⎨
⎧ 2x =1

3

π

2x =2
3

5x

⇒ →⎩⎨
⎧ x =2

6

5π

x =1
6

π x −2 x =1 =
6

4π

3

2π

.تسا  هک تسا صخشم رادومن زا3 هنیزگ 157a(−b) > 0 → ab < 0

sin ( −2

4

π
bx) = (1 −

2

1
cos 2( −

4

π
bx)) = −

2

1
sin 2bx ⇒

2

1
y = − sin 2bx +

2

a
+

2

a
c

⇒⎩⎨
⎧ y = ∣ − ∣ + + c = 1max

2

a

2

a

y = −∣ − ∣ + + c = −2min
2

a

2

a ×−1 ⎭⎬
⎫

2∣ ∣ =
2

a
3 → a = ±3 ,

T = −
4

15π
(− ) =

4

5π
5π ⇒ =

∣2b∣
2π

5π ⇒ b = ±
5

1 ab<0
ab = − =

5

3
−0٫6

:مینادیم1 هنیزگ 158

⇒
y = a ⋅ cos bx + c

a ⋅ sin bx + c
T =

∣b∣
2π
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.تسا عبات بوانت ةرود کی ،یلاوتم  ود ای  ود نیب ۀلصاف ،بوانتم ياهرادومن رد :هجوت

.تسا  هاگنآ ،دشاب یلوزن ینحنم اه روحم زا دعب هلصافلاب رگا  عبات رادومن رد :هجوت

:میراد و  سپ ، میراد اه روحم اب دروخرب رد رادومن هب هجوت اب

minmax

y = a ⋅ sin bx + cya ⋅ b < 0

بوانت ۀورد
T = −

4

7π
=

4

3π
π ⇒ =

∣a∣
2π

π ⇒ ∣a∣ = 2

ya < 0a = −2

y = 3 cos( ) ⇒
−2

x
=
بوانت ۀرود

T ′ =
∣ ∣
2

−1
2π

4π

3 هنیزگ 159

f(x) = −
2

1
sin ⇒

a

2x
T = =

∣ ∣
a
2

2π

3

π

∣a∣ = ⇒
3

1

y = cos ax ⇒ T = =
∣a∣
2π

=
3
1

2π
6π

.دوب دهاوخ ، ینعی ، بوانت هرود فصن  بوانت هرود نیاربانب ؛تسا  اب ربارب  بوانت ةرود4 هنیزگ
160

f(x)
2

π
−3f(2x)f(x)

4

π

.تسا  مینادیم4 هنیزگ
161

sin a cos a = sin 2a
2

1

4 sin x ⋅ sin( −
2

3π
x) = 1 → −4 sin x cos x = 1 → −4( sin 2x) =

2

1
1 → −2 sin 2x = 1

→ sin 2x = − =
2

1
sin( )

6

−π

sin x=sin α→{ x = 2kπ + α
x = 2kπ + π − α

⎩⎨
⎧ 2x = 2kπ − → x = kπ −

6

π

12

π

2x = 2kπ + → x = kπ +
6

7π

12

7π

k. ميهدیم ددع هب
x = , , ,

12

7π

12

11π

12

19π

12

23π اهباوج عومجم
=

12

60π
5π

1 هنیزگ

:مینادیم

.مینکیم هیزجت ار  ترابع داحتا کمک هب

162

sin x ⋅ cos x = sin 2x ,
2

1
sin x + cos x = sin(x +2 )

4

π

sin x +3 cos x =3 1 − sin 2x
2

1

a +3 b =3 (a + b)(a −2 ab + b )2sin x +3 cos x3

(sin x + cos x) ⋅ (sin x −2 sin x ⋅ cos x + cos x)2 = 1 − sin 2x
2

1
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(sin x + cos x) ⋅ (1 − sin 2x)
2

1
= 1 − sin 2x

2

1

(sin x + cos x) ⋅ (1 − sin 2x) −
2

1
(1 − sin 2x) =

2

1
0

(1 − sin 2x) ⋅
2

1
(sin x + cos x − 1) = 0

⎩⎨
⎧ 1 − sin 2x = 0 ⇒ sin 2x = 2

2

1
ققغ

sin x + cos x = 1 ⇒ sin(x + ) = 1 ⇒ sin(x + ) = = sin2
4

π

4

π

2

2

4

π

⎩⎨
⎧ x + = 2kπ + ⇒ x = 2kπ ⇒ x = 0, 2π

4

π

4

π

x + = 2kπ + π − ⇒ x = 2kπ + ⇒ x =
4

π

4

π

2

π

2

π

عمج= 0 + +
2

π
2π =

2

5π

.تسا  مینادیم4 هنیزگ

اهباوج عومجم

163
sin a +4 cos a =4 1 − sin 2a

2

1 2

1 − sin 2x =
2

1 2

2

1
⇒ sin 2x =

2

1 2

2

1
⇒ sin 2x =2 1

⇒ ⎩⎨
⎧ sin 2x = 1 2x = 2kπ + ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,

صاخ تلاح

2

π

4

π

4

π

4

5π

sin 2x = −1 2x = 2kπ − ⇒ x = kπ − ⇒ x = ,
صاخ تلاح

2

π

4

π

4

3π

4

7π

= +
4

π
+

4

5π
+

4

3π
=

4

7π
=

4

16π
4π

2 هنیزگ

.دشابیمن لوبق لباق  باوج سپ تسا  نوچ دینک هجوت

164

cos 3x + cos x = 0 → cos 3x = − cos x → cos 3x = cos(π − x)

cos x=cos α→x=2kπ±α ⎩⎨
⎧ 3x = 2kπ + π − x → 4x = 2kπ + π → x = +

2

kπ

4

π

3x = 2kπ − π + x → 2x = 2kπ − π → x = kπ −
2

π

cos x = 0x = kπ −
2

π

:لوا شور4 هنیزگ 165

sin(2x − ) =
4

π
cos(x + )

4

π
→ sin(2x − ) =

4

π
sin( −

2

π
(x + ))

4

π
→ sin(2x − ) =

4

π
sin(−x + )

4

π
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هلداعم رد هک دهدیم ار  موس ۀنیزگ دشاب  رگا دنکیمن قدص هلداعم رد هک دنهدیم ار  مود و لوا ۀنیزگ دشاب  رگا :مود شور

.تسا حیحص مراهچ ۀنیزگ نیاربانب دنکیمن قدص

sinx = sinα → {
x =2kπ +π −α
x =2kπ +α

⎩⎨
⎧
2x− =2kπ +π +x− → x =2kπ +π4

π
4
π ( طرش هب هجوت اب ) ق ق غ

2x− =2kπ −x+ →3x =2kπ + → x = +4
π

4
π

2
π

3
2kπ

6
π

k = 0x = 0k = 1x =
2

π

2 هنیزگ 166

tan 3x ⋅ tan x = 1 → tan 3x =
tan x

1
→ tan 3x = cot x → tan 3x = tan( −

2

π
x)

tan x=tan α→x=kπ+α
3x = kπ + −

2

π
x → 4x = kπ +

2

π
→ x = +

4

kπ

8

π
→

k

x

4

8

9π

5

8

11π

6

8

13π

7

8

15π

→ اهباوج عومجم= =
8

48π
6π

.تسا  هک مینادیم3 هنیزگ

.تسا باوج  ياراد هدش هداد ةزاب رد هلداعم نیاربانب

167
sin cos u = sin 2u

2

1

4 sin 3x cos 3x = 1 → 4( sin 6x) =
2

1
1 → 2 sin 6x = 1 → sin 6x = =

2

1
sin

6

π

sin x=sin α→{ x = 2kπ + α
x = 2kπ + π − α

⎩⎨
⎧ 6x = 2kπ + → x = +

6
π

3
kπ

36
π

6x = 2kπ + → x = +
6
5π

3
kπ

36
5π

→
k

x

0 1

, ,
36
π

36
5π

36
13π

36
17π

4

فذح مراهچ و موس ياههنیزگ نیاربانب  دنکیم قدص هلداعم رد  .دوشیم لح يراذگددع اب تست نیا1 هنیزگ

 ینعی لوا ۀنیزگ باوج و دوشیم فذح زین مود ۀنیزگ نیاربانب  دنکیمن قدص هلداعم رد  .دنوشیم

.تسا

168
x = 0(sin +

6

π
cos =

3

π
cos0)

x =
3

π
(sin +

2

π
cos =

3

2π
 cos )

3

2π
x =

3

2kπ

:میراد سپ  مینادیم3 هنیزگ 169cos x =2 1 − sin x2

1 − sin x −2 sin x cos 3x =2 1 ⇒ sin x cos 3x +2 sin x =2 0

sin x(cos 3x +2 1) = 0 ⇒ { sin x = 0 x = 0, π, 2π
x∈[0,2π]

cos 3x = −1 ⇒ 3x = 2kπ + π
⇒ x = +

3

2kπ

3

π x∈[0,2π]
x = , π,

3

π

3

5π
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باوج  قوف ۀلداعم لک رد سپ .تسا يرارکت و دمآ تسد هب هلداعم ود ره رد  باوج اما ) و  ،( دراد باوج هس زین مود ۀلداعم

.تشاد دهاوخ ار 

3

5π
π

3

π
π5

(0, π, 2π, , )
3

π

3

5π

4 هنیزگ

:مینادیم

.تسا  اهباوج ممیزکام سپ .تسین هلداعم يارب لوبقلباق باوج  هک دینک تقد هتبلا 

170

sin α ⋅ cos α = sin 2α
2

1
, 1 + cos α = 2 cos2

2

α

(1 + cos 2α)(1 + cos 4α)(1 + cos 8α) =
8

1

⇒ 2 cos α ×2 2 cos 2α ×2 2 cos 4α =2 ⇒
8

1
cos α ⋅2 cos 2α ⋅2 cos 4α =2

64

1

⇒ cos α ⋅ cos 2α cos 4α = ±
8

1 × sin α

α=kπ
⋅

sin 2α2
1

sin α ⋅ cos α cos 2α ⋅ cos 4α = ⋅
2

1

sin 4α2
1

sin 2α ⋅ cos 2α cos 4α =

4

1

sin 8α2
1

sin 4α ⋅ cos 4α

= sin 8α =
8

1
± sin α ⇒
8

1
sin 8α = ± sin α

(1) sin 8α = sin α ⇒ ⎩⎨
⎧

8α = 2kπ + α ⇒ α = ⇒ max :
7

2kπ

7

6π

8α = 2kπ + π − α ⇒ α = + ⇒ max :
9

2kπ

9

π

9

7π

(2) sin 8α = − sin α ⇒ sin 8α = sin(−α)

⇒ ⎩⎨
⎧

8α = 2kπ − α ⇒ α = ⇒ max =
9

2kπ

9

8π

8α = 2kπ + π + α ⇒ α = + ⇒ max =
7

2kπ

7

π

7

5π

∗α = π
9

8π

.تسا  هک مینادیم2 هنیزگ

.تسا هلداعم باوج ،كرتشم ۀشیر و دنشاب رفص اهنآ کتکت هک تسا رفص یتقو یفنمان ترابع ود عمج

1711 + cos 2x = 2 cos x2

5 sin x +2 2 cos 3x + 2 = 0 → 5 sin x +2 2(1 + cos 3x) = 0 → 5 sin x +2 2 cos =2

2

3x
0

5 sin x =2 0 → sin x = 0
صاخ تلاح

x = kπ → x = −π,0, π

2 cos =2

2

3x
0 → cos =

2

3x
0

cos x=0→x=kπ+ 2
π

=
2

3x
kπ +

2

π
→ x = +

3

2kπ

3

π

→ x = −π , − , , π
3

π

3

π
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.دراد باوج ود هلداعم سپ .دنتسه  و  كرتشم ياههشیر نیاربانب π−π

:تشون ناوتیم سپ ، مینادیم2 هنیزگ

:سپ ،تسا  ربارب هلداعم پچ تمس

.تسا  ربارب هشیر هس نیا عومجم نیاربانب

172cos 2x = 1 − 2 sin x2

2 sin x(1 − 2 sin x) +2 sin x = 1 ⇒ 3 sin x − 4 sin x =3 1

sin 3x

sin 3x = 1 ⇒ 3x = 2kπ +
2

π
⇒ x = +

3

2kπ

6

π 0≤x≤2π
x =

6

π
,

6

5π
,

6

9π

=
6

15π

2

5π

4 هنیزگ

:مینکیم برض  رد ار فرط ود

:زا دنترابع  ةزاب رد اههشیر سپ ، ینعی ؛ دیاب

.دراد باوج  ، ةزاب رد هلداعم سپ

173

2 cos ×2

2

α
2 cos α ×2 2 cos 2α2 =

8

1
⇒ 64 cos cos α cos 2α =2

2

α 2 2 1 ⇒ 8 cos cos α cos 2α =
2

α
±1

sin =
2

α
 0

4

sin α

(2 sin cos )
2

α

2

α
cos α cos 2α = ± sin

2

α
⇒ 2 cos 2α

sin 2α

(2 sin α cos α) = ± sin
2

α
⇒ sin 4α = sin(± )

2

α

⇒

⎩
⎨
⎧
4α = 2kπ ± ⇒

2

α

⎩⎨
⎧

α = 2kπ
2

7

α = 2kπ
2

9

4α = (2k + 1)π ∓ ⇒
2

α

⎩⎨
⎧

α = (2k + 1)π
2

9

α = (2k + 1)π
2

7

⇒ ⎩⎨
⎧

α = kπ
2

7

α = kπ
2

9
⇒ ⎩⎨

⎧
α =

7

2kπ

α =
9

2kπ

sin =
2

α
 0α = 2kπ[0 , 2π]

⇒ ⎩⎨
⎧

α = , , , ⋯ ,
7

2π

7

4π

7

6π

7

12π

α = , , , ⋯ ,
9

2π

9

4π

9

6π

9

16π

باوج6

باوج8

[0 , 2π]14

4 هنیزگ

:میراد  ۀطبار زا هدافتسا اب

.تسا باوج  ياراد  ةزاب رد هلداعم سپ

174

8 cos x − tan x =2 1 ⇒ 8 cos x = 1 + tan x2

1 + tan x =2

cos x2

1

8 cos x = ⇒
cos x2

1
8 cos x =3 1

3 هجرف
2 cos x = 1 ⇒ cos x = =

2

1
cos ⇒

3

π
x = 2kπ ±

3

π 0≤x≤2π

{ x = 3
π

x = 2π − 3
π

[0, 2π]2

:میراد  ۀطبار زا هدافتسا اب2 هنیزگ
175cos( −

2

π
α) = sin α

50

فیلا يروکنک_هس ات کی لصف روکنک مهدزاود یضایر

t.me/konkorilife



:سپ ، نوچ

:زا دنترابع  ةزاب رد عقاو ياهباوج

sin(x + ) cos(x −
6

π
) =

3

π
1 ⇒ cos( −

2

π
(x + )) cos(x −

6

π
) =

3

π
1 ⇒ cos( −

2

π
x − ) cos(x −

6

π
) =

3

π
1

⇒ cos( −
3

π
x) cos(x − ) =

3

π
1

cos(−α) = cos α

cos(x − ) cos(x −
3

π
) =

3

π
1 ⇒ cos (x −2 ) =

3

π
1 ⇒ cos(x − ) =

3

π
±1

cos(x − ) =
3

π
1 ⇒ x − =

3

π
2kπ ⇒ x = 2kπ +

3

π

cos(x − ) =
3

π
−1 ⇒ x − =

3

π
2kπ + π ⇒ x = 2kπ +

3

4π

[0, 2π]

x = , x =
3

π

3

4π

.مینکیم نیزگیاج هلداعم رد و هتشون ریز تروصهب ار  ترابع  ۀطبار زا هدافتسا اب2 هنیزگ

:میراد  ۀطبار قبط

176cos( −
2

π
α) = sin αsin(x + )

4

π

sin(x + ) =
4

π
cos( −

2

π
(x + ))

4

π
= cos( −

2

π
x − ) =

4

π
cos( −

4

π
x)

(1)

sin(x + ) =
4

π
cos( −

4

π
x) = cos(x − ) (1)

4

π

sin(x + ) cos(x −
4

π
) =

4

π
1

(1)
cos (x −2 ) =

4

π
1 ⇒ cos(x − ) =

4

π
±1

cos(x − ) =
4

π
1 ⇒ x − =

4

π
2kπ → x = 2kπ +

4

π

cos(x − ) =
4

π
−1 ⇒ x − =

4

π
2kπ + π ⇒ x = 2kπ +

4

5π

0 ≤ x ≤ 2π ⇒ x = ,
4

π

4

5π
⇒ اهباوج عومجم = +

4

π
=

4

5π
=

4

6π

2

3π

 :میراد ضرف قبط2 هنیزگ

 .تسا  یلاوتم باوج ود ره ۀلصاف هک دنتسه  تروصهب هلداعم ياهباوج

177

=
1 + sin x

cos x
⇒

cos x

1 + sin x
cos x =2 (1 + sin x)2

⇒ 1 − sin x =2 1 + sin x +2 2 sin x ⇒ 2 sin x +2 2 sin x = 0

⇒ 2 sin x(sin x + 1) = 0 ⇒ {sin x = 0 ⇒ x = kπ

1 + sin x = 0 )؟ارچ( ق ق غ

kππ

4 هنیزگ 178

⇒ +
sin( + 2x)2

π

1
=

cos( + 4x)2
π

1
0 ⇒ =

(cos 2x)(− sin 4x)
− sin 4x + cos 2x

0 ⇒ sin 4x = cos 2x

⇒ 2 sin 2x cos 2x = cos 2x ⇒ cos 2x(2 sin 2x − 1) = 0 ⇒ ⎩⎨
⎧cos 2x = 0 ⇒ ق ق غ

sin 2x = = sin
2

1

6

π
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⇒
⇒ 2x = 2kπ + , 2x = 2kπ + π −

6

π

6

π

x = kπ + , x = kπ +
12

π

12

5π ⇒⎩⎨
⎧x =1

12

π

x =2
12

5π α = −
12

5π
=

12

π

3

π

tan(2α) = tan( ) =
3

2π
− 3

 :مینادیم 2 هنیزگ

.دراد  ةزاب رد باوج 

179sin 2x = 2 sin x ⋅ cos x

sin 2x − 4 sin x cos x =2 0 ⇒ 2 sin x ⋅ cos x ⋅ (1 − 2 sin x) = 0

sin x = 0 → x = 0

cos x = 0 → x = , −
2

π

2

π

sin x = →
2

1
x = ,

6

π

6

5π

5(−π , π)

4 هنیزگ 180

cos 2x = 3 sin x − 1 ⇒ 1 − 2 sin x =2 3 sin x − 1

2 sin x +2 3 sin x − 2 = 0 ⇒ sin x =
4

−3 ± 52

sin x = −2 sin x ققغ= اي
2

1

sin x = ⇒
2

1 ⎩⎨
⎧ x = 2kπ +

6

π

x = 2kπ +
6

5π

k

x

0

,
6

π

6

5π

اهباوج فلاتخا= −
6

5π
=

6

π

3

2π

2 هنیزگ

 

.دراد باوج  ةزاب رد هلداعم

181

2 cos x =2 sin x + 1 ⇒ 2(1 − sin x) −2 (1 + sin x) = 0

(1 + sin x)(2 − 2 sin x − 1) = (1 + sin x)(1 − 2 sin x) = 0

⇒ ⎩⎨
⎧ sin x = −1 ⇒ x =

2

3π

sin x = ⇒ x = ,
2

1

6

π

6

5π

(0, 2π)3

3 هنیزگ 182
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:میراد ،دشاب ریذپشخب  رب  هکیتلاحرد مینکیم هجوت لاح .میدیسر  و  باوج مرف ود هب نیاربانب

.تسا )( ۀنیزگ نامه هک تفرگ رظن رد  مرف هب ناوتیم ار اهباوج ۀیلک اذل .تسا هدمآتسدهب مود مرف نامه هک

cos 2x = sin( )
2

3π − 2x

cos 2x = sin( −
2

3π
x) ⇒ cos 2x = − cos x

⇒ cos 2x = cos(π − x) ⇒ 2x = 2kπ ± (π − x)

{ 2x = 2kπ + π − x ⇒ 3x = 2kπ + π ⇒ x = +
3

2kπ

3

π

2x = 2kπ − π + x ⇒ x = 2kπ − π

x =
3

(2k + 1)π
x = (2k − 1)π2k + 13

π =
3

( )2k + 1

درف

( )π

درف

2k − 1′

3

(2k + 1)π
3

2 هنیزگ

 ةزاب رد باوج 

183

sin 2x = cos 3x ⇒ cos( −
2

π
2x) = cos 3x

−
2

π
2x = 2kπ ± 3x ⇒ ⎩⎨

⎧ − 2x = 2kπ + 3x
2

π

− 2x = 2kπ − 3x
2

π

⎩⎨
⎧ 5x = −2kπ + ⇒ x = +

2

π

5

−2kπ

10

π

x = 2kπ − ⇒ x = 2kπ − ⟶ [0, π]
2

π

2

π
ق ق غ تسين ۀزاب رد

3[0, π]

2 هنیزگ

.تسا دوجوم خساپ  ، ةزاب رد نیاربانب

184

cos 3x = − cos 2x ⇒ cos 3x = cos(π − 2x)

x∈[0,π]
3x = 2kπ + π − 2x ⇒ x = +

5

2kπ
⇒

5

π
x = , , π

5

π

5

3π

[0, π]3

ۀبساحم يارب نونکا .تسا  نیاربانب تسا ریذپشخب  نامه ای  رب  ياهلمجدنچ2 هنیزگ

.مینک باسح ار  هک تسا یفاک   رب  ةدنامیقاب

185p(x)x −2 1(x + 1)(x − 1)p(1) = p(−1) = 0

Q(x)x − 2Q(2)

Q(x) = p(x − 1) + p(1 − x) → Q(2) = p(1) + p(−1) = 0 + 0 = 0

یقاب . سپ تسا  ربارب  رب میسقت ةدنامیقاب و  سپ ،تسا  ربارب  رب  میسقت ةدنامیقاب3 هنیزگ

.تسا  تروصهب لوا ۀجرد ياهلمجدنچ کی  رب  میسقت ةدنام

186
P (x)x − 18P (1) = 82x + 15P (− ) =

2

1
5

P (x)2x −2 x − 1mx + n

53

فیلا يروکنک_هس ات کی لصف روکنک مهدزاود یضایر

t.me/konkorilife



.تسا  میسقت نیا ةدنامیقاب نیاربانب

P (x) = (2x −2 x − 1)Q(x) + mx + n ⇒ { P (1) = m + n = 8

P (− ) = − + n = 5
2

1

2

m ⇒ m = 2 , n = 6

2x + 6

 ربارب  رب  ياهلمجدنچ میسقت ةدنامیقاب و دشابیم  سپ تسا  ربارب  رب  ۀلمج دنچ میسقت ةدنامیقاب1 هنیزگ

.میهد رارق ار  ددع  ياج هب هک تسا یفاک  رب  میسقت ،دنامیقاب ندرک ادیپ يارب نونکا .دشابیم  سپ تسا

187p(x)x − 43p(4) = 3p(x)x + 21

p(−2) = 1p(x ) +2 4p(−x)x − 2x2

x = 2 → p(4) + 4p(−2) = 3 + 4(1) = 7

.تسا  سپ تسا ریذپشخب  رب  نوچ1 هنیزگ

.دینک باسح ار  هک تسا یفاک  رب نآ ةدنامیقاب ندرک ادیپ يارب نونکا .تسا  نیاربانب

188
P (x)2x − 1P ( ) =

2

1
0

P ( ) =
2

1
2( ) +
16

1
a( ) +
8

1
2( ) −
4

1
=

2

3
0 ⇒ +

8

1
+

8

a
−

2

1
=

2

3
0 ⇒ 1 + a + 4 − 12 = 0 ⇒ a = 7

P (x) = 2x +4 7x +3 2x −2 3xx + 2P (−2)

P (−2) = 2(16) + 7(−8) + 2(4) − 3(−2) = 32 − 56 + 8 + 6 = −10

3 هنیزگ

:مینادیم

:میسیونیم ار میسقت متیروگلا

).تسا لوبق لباق  رادقم ره يارب( .تسا لوبق لباق  دیآ تسدهب بیارض عومجم نازیم نیرتمک هک نآ يارب

189

P (x) = ax +2 bx + c ⇒ P (x) =′ 2ax + b

ax +2 bx + c = (2ax + b)( x +
2

1
1) − 2

⇒ ax +2 bx + c = ax +2 2ax + x +
2

b
b − 2

⇒ ax +2 bx + c = ax +2 (2a + )x +
2

b
(b − 2) ⇒ { b = 2a + ⇒ b = 4a

2

b

c = b − 2

a = 1a

⇒ { b = 4
c = 2

⇒ a + b + c = 1 + 4 + 2 = 7

:میسیونیم ار میسقت ۀطبار4 هنیزگ

:میریگیم قتشم فرط ود زا

:میراد  يراذگیاج اب

.تسا  ربارب هدنامیقاب ؛تسا  ربارب  رب  ةدنامیقاب

190

P (x) = (x +2 2x)Q(x) + 3x + 1

P (x) =′ (2x + 2)Q(x) + (x +2 2x)Q (x) +′ 3

x = −2

P (−2) =′ −2Q(−2) + (4 − 4)Q (−2) +′ 3 = −2(3) + 3 = −3

P (x)′x + 2P (−2)′(−3)

:میسیونیم ریز تروصهب ار  ادتبا4 هنیزگ 191p(x)

p(x) = x +3n+1 2x +3n x +6 3x +5 16a = x ×3n x + 2x +3n x +6 3x +5 16a

= (x + 2) ⋅ x +3n x +6 3x +5 16a
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.دشاب رفص ربارب  دیاب سپ ،تسا ریذپشخب  رب  نوچ

:میراد  يارب

:میراد و تسا  تروصهب یلوا ۀجرد ترابع  مود هجرد ترابع رب  هدنامیقاب

.تسا هبساحم لباق  دنچره .تسا  ربارب  لصاح  هنیزگ رد طقف هک دینک هجوت

p(x)x + 2p(−2)

p(−2) = (−2 + 2) × (−2) +3n (−2) +6 3 × (−2) +5 16a = 0

⇒ 0 + 64 − 3 × 32 + 16a = 0 ⇒ 16a = 96 − 64 = 32 ⇒ a = 2

n = 1

p(x) = (x + 2)x +3 x +6 3x +5 32 = x +6 3x +5 4 +2x +3 32

p(x)x +2 2x − 3 = (x − 1)(x + 3)ax + b

x +6 3x +5 4 +2x +3 32 = (x − 1)(x + 3)Q(x) + ax + b

x = 1 ⇒ 1 + 3 + 1 + 2 + 32 = 0 + a + b ⇒ a + b = 39

4a + b39b, a

x = −3 ⇒ 729 − 729 + 81 + 2(−27) + 32 = 0 − 3a + b ⇒ −3a + b = 59 ⇒ 3a − b = −59

⇒{ a + b = 39
3a − b = −59

4a = −20 ⇒ a = −5 ⇒ −5 + b = 39 → b = 44

هدنامیقاب= ax + b = −5x + 44

ۀطبار نتشون اب و هتفرگ رظن رد  تروصهب ار تمسقجراخ ،دنتسه  بسحرب لوا هجرد یترابع یگمه هک اههنیزگ هب هجوت اب4 هنیزگ

.میراد میسقت

192xQ(x) = ax + b

f(x) = (x +2 4x + 5)(ax + b) + x + 2

x = 1 ⇒ f(1) = 10(a + b) + 3 = 13 ⇒ a + b = 1

x = −1 ⇒ f(−1) = 2(−a + b) + 1 = 11 ⇒ −a + b = 5

{ a + b = 1
−a + b = 5

⇒ 2b = 6 → b = 3 → a = −2 ⇒ Q(x) = −2x + 3

. سپ ؛تسا ریذپشخب  رب 1 هنیزگ

:میراد نیاربانب

. دهدیم هجیتن هک  سپ

193f(x)x + 2f(−2) = 0

(−2) −5 3(−2) +3 a(−2) + 5 = 0

−32 + 24 − 2a + 5 = 0a = −
2

3

.دشاب هزاب نورد ددع نآ هک دوشیم بوسحم یگیاسمه ددع کی يارب هزاب یتروص رد1 هنیزگ

:سپ

194

x + 1 < 3 < 2x − 1 ⇒ { x + 1 < 3 → x < 2
2x − 1 > 3 → x > 2

کارتشا ∅

1 هنیزگ 195

⇒{ a + b = 4
4b − a = 4

5b = 8⎩⎨
⎧ ⇒ b =

5

8

⇒ a =
5

12

⇒ b − a = −
5

4
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: میراد 4 هنیزگ 1965 ∈ (7x − 9, 3x + 1)

⇒{ 7x − 9 < 5 ⇒ x < 2
3x + 1 > 5 ⇒ x > 3

4 (a, b) = ( , 2) ⇒
3

4
ab = ×

3

4
2 =

3

8

ترابع جرخم ۀشیر مه و تروص ۀشیر مه  ،هطباض قبط نیاربانب .تسا هدشنفیرعت اما ؛دراد دح  رد  ،عبات رادومن هب هجوت اب 1 هنیزگ

.تسا 

.تسا هتسویپ  رد عبات 

197
fx =

3

−1
x =

3

−1

bx + c

3x + ax + b2

⇒ ⎩⎨
⎧ 3( ) − + b = 0 ⇒ 3b − a = −1 (1)3

−1 2
3
a

,
b( ) + c = 0 ⇒ c = 23

−1

⇒ =
14

12 + 2a + b
2 ⇒ b + 2a = 16 (2)x = 2

(1),(2)
b = 2, a = 7 ⇒ ab = 14

3 هنیزگ 198

x→(−2)−
lim

x + 2

[x] + 3
=

(−2) + 2−

[(−2) ] + 3−

= =
0−

−3 + 3
=

0−

0
0

:میراد  سپ دباییم شیازفا لوا عبر رد سونیس عبات1 هنیزگ
199

sin =
6

π−

( )
2

1 −

[2 sin x −
x→ 6

π−
lim 1] = [2( ) −

2

1 − 1] = [1 −− 1] = [0 ] =− −1

:مینادیم 3 هنیزگ 200

f(x) = ((f +
2

1
g) + (f − g))

=
x→1+
lim ( (f +

2

1

x→1+
lim g) + (f −

x→1+
lim g)) = =

2

5
2٫5

هباشم قيرط هب: f(x) =
x→1−
lim 2٫5

⇒ =
x→1
lim 2٫5

2 هنیزگ

:میسیونیم ار لکش رد دوجوم طوطخ ۀلداعم ادتبا

201

+
x→( )

2
π −

lim
∣f(x)∣
sin x

=
x→(− )

2
π +

lim
sin x

∣f(x)∣
?
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:میراد لکش قبط سپ

.تسا    ربارب بولطم دح لصاح سپ

A(0,0), B(−π, −2)

m = =
0 + π

0 + 2
⇒

π

2
y − 0 = (x −

π

2
0) ⇒ y = x

π

2

c(0,0), c(2, −π)

m =′ =
0 − π

0 + π
− ⇒
2

π
y − 0 = − (x −

2

π
0) ⇒ y = − x

2

π

=
x→( )

2
π −

lim
∣f(x)∣
sin x

=
x→( )

2
π −

lim
∣− x∣

2
π

sin x
=

4
π2

1

π2

4

=
x→(− )

2
π +

lim
sin x

∣f(x)∣
=

x→(− )
2
π +

lim
sin x

∣ x∣
π
2

=
−1

1
−1

−
π2

4
1

1 هنیزگ

 

202

f(x) = { x
3

2

−4x

x < 0

0 < x < 1

+
x→0+
lim

∣x∣
f(x)

=
x→0−
lim

f(x)
∣x∣

−4 + =
2

−3
−5٫5

4 هنیزگ 203

f(x) =
x→(−2)+

lim 2 +
x→(−2)+

lim [
2

2 − x] a [
3

x + 2]
= 2 2 +[ −] a 0 =[ +] 2

f(x) =
x→(−2)−

lim 2 +
x→(−2)−

lim [
2

2 − x] a [
3

x + 2]
= 2 2 +[ +] a 0 =[ −] 4 − a

4 − a = 2 ⇒ a = 2 ⇒ =[
3

a ] =[
3

2] 0

.دنشاب ربارب و دوجوم هطقن نیا رد دیاب پچ دح و تسار دح نیاربانب ؛تسا دوجوم  رد عبات دح 3 هنیزگ 204x = −4

⎩⎨
⎧ f(x) = [ ] − a[ ] = [3 ] − a[0 ] = 2

x→−4+
lim

x→−4+
lim

2

2 − x

5

x + 4 − +

f(x) = [ ] − a[ ] = [3 ] − a[0 ] = 3 + a
x→−4−

lim
x→−4−

lim
2

2 − x

5

x + 4 + −

3 + a = 2 ⇒ a = −1 ⇒ [a] = −1

یمهس يور ضرعمه ۀطقن ود طسو یمهس سأر لوط( تسا هدرک عطق  و  ياهلوط هب هطقن ود رد ار اه روحم هک میسیونب ار یمهس ۀلداعم دیاب ادتبا3 هنیزگ

).تسا

205x04
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.میسیونب هطقن  نتشاد اب ار  تسار طخ ۀلداعم دیاب نونکا

f(x) = a(x − x )(x −1 x ) →2 f(x) = ax(x − 4)
S

2
1
قدص 1 = 2a(−2) → a = − →

4

1
f(x)

= − x(x −
4

1
4) = − x +

4

1 2 x

g2

⎩⎨
⎧

A
0
1

B
4
0

→ =
x − x

A

y − y
A

x − x
A B

y − y
A B → =

x

y − 1
→

−4

1
−4y + 4 = x

→ −4y = x − 4 → y = − x +
4

1
1 → g(x) = − x +

4

1
1

سپ:
x→4−
lim

4 − x

f(x) + g(x)
=

x→4−
lim

4 − x

− x + x − x + 14
1 2

4
1

=
0

0 HOP

x→4−
lim

−1

x + 1 −2
−1

4
1

= =
−1

−2 + 1 − 4
1

4

5

1 هنیزگ 206

f(x) = x( )
5x + 9

2x + 1 3

=
x→0
lim

x

f(x)
x→0
lim

x

x( )5x+9
2x+1 3

= ( )
x→0
lim

5x + 9

2x + 1 3 = ( )
9

1 3 = ( ) =
3

1 3

27

1

:میراد و تسا  رباربً اقیقد  لصاح ، رگا2 هنیزگ 207x → 2+[x ]38

x→2+
lim

x − [x ]3 3

x − 42

=
x→2+
lim

x − 82

x − 42

=
x→2+
lim

(x − 2)(x + 2x + 4)2

(x − 2)(x + 2)
=

x→2+
lim

x + 2x + 42

x + 2
= =

4 + 4 + 4

4
=

12

4

3

1

:میراد  و  دروم رد یفرط زا ،تسا تبثم  ترابع  رد4 هنیزگ 208a → −1+x + 1[x][−x]

[x] = [(−1) ] =+ −1 [−x] = [−(−1) ] =+ [1 ] =− 0
x→−1+

lim
x − [−x]

1x + 11 + [x]

= =
x→−1+

lim
x − 0

1x + 1 + (−1)
=

x→−1+
lim

x

x
1

ۀشیر  ًایناث و هدوب  لاًوا هطقن نیا ؛تسین هتسویپ هطقن نآ رد یلو دراد دح ياهطقن رد  عبات ،ضرف قبط1 هنیزگ

 :سپ ،تسه زین  تروص

 :تسا هدشهداد ۀلداعم ۀشیر  نینچمه

209
f(x) =

x − 1

x + ax + b2

x = 1x = 1

f

x +2 ax + b ⇒
= 0
x = 1

1 + a + b = 0 ⇒ a + b = −1(I)

x = 1

5x −2 ax + b ⇒
= 0
x = 1

5 − a + b = 0 ⇒ a − b = 5(II)

(I),(II)
⇒{a + b = −1

a − b = 5
a = 2 , b = −3

58
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[ ] =
3

b − 2a
[ ] =

3

−3 − 4
[ ] =
3

−7
−3

:میراد هک مینکیم هجوت ادتبا2 هنیزگ

:میراد )( و )( قبط نیاربانب

210

8x −3 x = x(8x −2 1)

x → − :
2

1−

x < − ⇒
2

1
x >2 ⇒

4

1
8x −2 1 > 1 ⇒ x(8x −2 1) < − ⇒

2

1
[x(8x −2 1)] = −1 (I)

x → − :
2

1+

x > − ⇒
2

1
x <2 ⇒

4

1
8x −2 1 < 1 ⇒ x(8x −2 1) > − ⇒

2

1
8x −3 x = − +

2

1
ε < 0

⇒ [x(8x −2 1)] = −1 (II)

III

[8x −
x⇒− 2

1
lim 3 x] = −1

:لوا شور3 هنیزگ

 میریگیم کمک رغلا و قاچ داحتا زا ماهبا عفر يارب هک میتسه هجاوم  ماهبا اب

:مود شور

.مینکیم هدافتسا لاتیپوه ةدعاق زا

211

0

0
(a + b)(a + b − ab) = a + b( 2 2 3 3)

×
x→−8
lim

6(2 + )3 x

x + 10x + 162

4 + − 2
3

x2 3 x

4 + − 2
3

x2 3 x
=

x→−8
lim

6(8 + x)
(x + 8)(x + 2)(4 + − 2 )3

x2 3 x

=
x→−8
lim

6

(x + 2)(4 + − 2 )3
x2 3 x

= =
6

−6(12)
−12

=
x→−8
lim

12 + 6 3 x

x + 10x + 162

0

0 HOP

x→−8
lim

6( )
3

3
x2

1
2x + 10

= =
6( )
12

1
−6

−12

:لوا شور4 هنیزگ

ینعی ماهبا لماع رب ار جرخم و  میریگیم کمک رغلا و قاچ داحتا زا ماهبا عفر يارب هک میتسه هجاوم  ماهبا اب

.مینکیم میسقت 

212

0

0
(a − b)(a + b + ab) = a − b( 2 2 3 3)

x − 2

x→2
lim

5x − 18x + 162

2 − 3 3x + 2
×
4 + + 23 (3x + 2)2 3 3x + 2

4 + + 23 (3x + 2)2 3 3x + 2

=
x→2
lim

(x − 2)(5x − 8)(4 + + 2 )3 (3x + 2)2 3 3x + 2

8 − (3x + 2)

−3x+6

=
x→2
lim

(x − 2)(5x − 8)(4 + + 2 )3 (3x + 2)2 3 3x + 2

−3(x − 2)
=

x→2
lim

(5x − 8)(4 + + 2 )3 (3x + 2)2 3 3x + 2

−3

= =
(2)(4 + 4 + 4)

−3
=

24

−3

8

−1
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:مود شور

.میریگیم کمک لاتیپوه ةدعاق زا

=
x→2
lim

5x − 18x + 162

2 − 3 3x + 2

0

0 HOP
=

x→2
lim

10x − 18

3 3 (3x + 2)2
−3

=
2
4

−1

8

−1

.مینکیم هدافتسا ،ماهبا عفر يارب جودزم داحتا زا :لوا شور2 هنیزگ

.میریگیم کمک لاتیپوه ةدعاق زا :مود شور

213

x→1
lim

2x − 3x + 1

2x − 7 + 5x
= ×

x→1
lim

2x − 3x + 1

(2x + 5) − 7 x
×

(2x + 5) + 7 x

(2x + 5) + 7 x

2x + 3x + 1

2x + 3x + 1

= ×
x→1
lim

4x − (3x + 1)2

(2x + 5) − 49x2

(2x + 5) + 7 x

2x + 3x + 1
= ×

x→1
lim

4x − 3x − 12

4x − 29x + 252

(2x + 5) + 7 x

2x + 3x + 1

= ×
x→1
lim

(x − 1)(4x + 1)
(x − 1)(4x − 25)

(2x + 5) + 7 x

2x + 3x + 1
= ×

5

−21
=

14

4
−1٫2

=
x→1
lim

2x − 3x + 1

2x − 7 + 5x

0

0 HOP

x→1
lim

2 −
2 3x + 1

1(3)

2 − 7( )
2 x

1

= =
2 −

4

3

2 −
2

7

=

4

5
2

−3

−1٫2

.مینکیم ایوگ ار رسک جرخم ،رغلا و قاچ داحتا زا هدافتسا اب و رسک تروص ،جودزم داحتا زا هدافتسا اب4 هنیزگ 214

×
x→−1
lim

1 + 3 x

−2x + 3 3x + 4
×

+2x + 3 3x + 4

+2x + 3 3x + 4

1 − +3 x
3

x2

1 − +3 x
3

x2

= =
x→−1
lim

(1 + x)( )
2

−2x + 3 3x + 4

(2x + 3 − 3x − 4)( )1 − +3 x
3

x2

3

=
x→−1
lim

(1 + x) × 2

−(x + 1) × 3
−
2

3

2 هنیزگ 215

⇒ =
x→8
lim

ax − b

b − 2b2 + 3 x
⇒

8a − b

0
8a − b = 0 ⇒ b = 8a

لوا هار= =
x→8
lim

a ⋅ (x − 8)
8a( − 2)2 + 3 x

lim
(x − 8)( + 2)2 + 3 x

(8 − 2)( + 3)2 + 3 x 2 + 3 x

=
x→8
lim

(x − 8) × 4

8( − 2)3 x

x→8
lim

4(x − 8)( )3
x + 22 3 x + 4

2 × ( − 2)( + 2 + 4)3 x
3

x2 3 x

=
x→8
lim

+ 2 + 4
3

x2 3 x

2

6

1

مود هار
HOP

=
x→8
lim

a

b
2 2+ 3 x

x−3
1

3
2

=
4a

8a × ×3
1

4
1

6

1

.دشاب هتشاد رفصریغ باوج ات دشاب رفص مه جرخم دیاب سپ تسا رفص  يازاهب تروص نوچ4 هنیزگ 216x = 1
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a + b = 0 → b = −a

=
x→8
lim

ax − a

−a + a2 − 3 x
=

x→8
lim

x − 1

− + 12 − 3 x

0

0 HOP
=

x→8
lim =

1

−1 ×
2 2 − 3 x

3
3

x2

−1

6

1

:مینکیم لیدبت ددع هب ار تکارب ادتبا2 هنیزگ 217

=
x→1+
lim

[x] + cos πx

sin πx2

=
x→1+
lim

1 + cos πx

1 − cos πx2

x→1+
lim

1 + cos πx

(1 − cos πx)(1 + cos πx)

(1 −
x→1+
lim cos πx) = 1 − cos π = 1 − (−1) = 2

1 هنیزگ

:لوا شور

.تسا  هک مینادیم :مود شور

218

×
x→0−
lim

1 − cos x

−2 + 3x 2 − x
×

1 + cos x

1 + cos x

+2 + 3x 2 − x

+2 + 3x 2 − x
=

x→0−
lim

( )(2 )1 − cos x2 2

(2 + 3x − 2 + x)( )2

=
x→0−
lim

2∣ sin x∣
4x

= =
x→0−
lim

− sin x

2x
−2

(1 −
u→0
lim cos u) ∼

2

u2

x→0−
lim

1 − cos x

−2 + 3x 2 − x
=

x→0−
lim

2
x2

−2 + 3x 2 − x
=

x→0−
lim

∣ ∣
2
1

−

x

−2 + 3x 2 − x

= =
x→0−
lim

− x
2
1

−2 + 3x 2 − x

0

0 HOP

x→0−
lim −

2
1

−
2 2+3x

1(3)
2 2−x

1(−1)

= −
2
1

+
2 2
3

2 2
1

= =−
2
1

2 2
4

−2

:یتاثلثم يزرامه هب انب :مینادیم4 هنیزگ

:میراد سپ

219

≃
u→0

tan un (u )
u→0
lim n , (1 −

u→0
lim cos u) ≃

u→0
lim

2

u2

(1) ∼
u→0

1 − cos u

u→0
2

u2

⇒ =
x→0+

1 − cos( )2x =
2

( )2x 2

x

(2) ∼
u→0
tg u2

u→0
u2 ⇒ tg ( −2

1 − x2

1
1) ∼ ( −

1 − x2

1
1) =2 ( )

1 − x2

1 − 1 − x2
2

=
u→0+
lim

xn

( )
1−x2

1− 1−x2 2

x→0+
lim

xn

( × )
1−x2

1− 1−x2

1+ 1−x2

1+ 1−x2 2

⇒ =
x→0+
lim

xn

( )
(1+ )1−x2 1−x2

x2 2

=
x→0+
lim

xn

( )2
x2 2

=
x→0+
lim

4xn

x4

a
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⇒ { a = 4
1

n = 4
⇒ a + n = +

4

1
4 =

4

17

:میراد  تسار یگیاسمه کی رد1 هنیزگ

:تسا نینچ ،هدش هداد دح سپ

رد دیاب . هجیتن رد و تسا  و  سپ ؛تسا  دح لصاح تروص نیا رد و  دیاب ،دشاب رفص فلاخم و دوجوم ،دح لصاح رگا

. دوش دیق لاؤس توص

220x = 0

x → 0 :+ tan[x] = tan[0 ] =+ tan0 = 0

x→0+
lim

x (1 − cos )n 3x

sin( − 1)1 − x3

x→0+
lim

x (2 sin )n 2

2

3x

sin( − 1)1 − x3

=
x→0+
lim

2x × ( )n

2

3x
2

− 11 − x3

×
+ 11 − x2

+ 11 − x3

=
x→0+
lim

2x × × 2n

4

3x

−x3

=
x→0+
lim

3xn

−x2

n = 2−
3

1
n = 2a =

3

−1
a =n

9

1

a = 0

:میراد ضرف قبط3 هنیزگ 221

f(x) = xg(x) + 1 ⇒ g(x) =
x

f(x) − 1

g(x) =
x→0
lim =

x→0
lim =

x

− 1
(sin x + 1)2
(sin x − 1)2

x→0
lim

x(1 + sin x)2
(sin x − 1) − (sin x + 1)2 2

= =
x→0
lim

x × 1

−4 sin x
−4 =

x→0
lim

x

sin x
−4

:اریز تسا حیحص مراهچ ۀنیزگ4 هنیزگ

.دوشیم قلطم رفص ینعی  تروصهب جرخم اریز دوشیمن فیرعت ،رفص پچ یگیاسمه رد عبات دینک هجوت

222

=
x→0+
lim

x + ∣ ∣
+

x

x − 12

x→0+
lim

x + x

x − 12

=
x→0+
lim

2x

x − 12

=
0+

−1
= −∞

x − x

2 هنیزگ

ۀشیر  ینعی .تسا جرخم فعاضم ۀشیر ددع نآ ) طقف لاًثم( دوش تیاهنیب عون کی دح باوج نآ بِجومهب هک دنک لیم يددع تمسهب  هاگره

:نیاربانب .تسا جرخم فعاضم

:میراد هجیتن رد

223

x−∞x = 2

x +2 ax + b = (x − 2)2 = x −2 4x + 4 ⇒ a = −4 , b = 4

a + b = −4 + 4 = 0

:میزادرپیم اههنیزگ یسررب هب1 هنیزگ 224

لوا ۀنيزگ :
x→( )3

2π +
lim

1 + 2 cos x

sin x
=

1 + 2( )
2

−1 −

2

3

=
0−
2

3

= −∞ : تسرد
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:دینک هجوت

موس ۀنيزگ :

x→( )
3

2π
−

lim
1 + 2 cos x

sin x
=

1 + 2( )
2

−1 +

2

3

=
0+
2

3

= +∞ : تسردان

مراهچ ۀنيزگ :
x→ 3

4π
lim

1 + 2 cos x

sin x

⎩
⎨

⎧
= = = −∞

x→( )3
4π +

lim
1 + 2 cos x

sin x

1 + 2(− )
2

1 +

−
2

3

0+

−
2

3

= = = +∞
x→( )3

4π −
lim

1 + 2 cos x

sin x

1 + 2(− )
2

1 −

−
2

3

0−

−
2

3
→ تسردان

sin
3

2π
= sin(π − )

3

π
= sin

3

π
=

2

3

cos
3

2π
= cos(π − )

3

π
= − cos

3

π
= −

2

1
→ ⎩⎨

⎧ cos( ) = (− )
3

2π +
2

1 −

cos( ) = (− )
3

2π −
2

1 +

sin
3

4π
= sin(π + )

3

π
= − sin

3

π
= −

2

3

cos
3

4π
= cos(π + )

3

π
= − cos

3

π
= −

2

1
→ ⎩⎨

⎧ cos( ) = ( )
3

4π +
2

−1 +

cos( ) = ( )
3

4π −
2

−1 −

.مینکیم ددع نییعت ار تکارب لخاد ترابع ادتبا1 هنیزگ 225

x → (− )
2

1 − ⇒ x2 → ( )
4

1 + ⇒ ⎩⎨
⎧ → 12

x2

3 −

= 8 ⇒ − → (−8)
x2

2 −
x2

2 +

⇒ ⎩⎨
⎧ [ ] = 11

x2

3

[− ] = −8
x2

2
⇒ =

x→( )2
1 −

lim
16x + 8

10x − 5 + 11
=

−8 + 8−

−5 − 5 + 11
=

0−

1
−∞

:میراد  یتقو2 هنیزگ

:درک لح و یسیونزاب ریز تروص هب ناوتیم ار دح سپ

226
x → −

2

1+

x > −
2

1
⇒ x <2

4

1
⇒ >

x2

1
4 ⇒ ⎩⎨

⎧− < −8 ⇒ [− ] = −9
x2

2

x2

2

> 12 ⇒ [ ] = 12
x2

3

x2

3
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x→− 2
1 +

lim
24x + 12

16x − (−9)
=

(−12) + 12+

−8 + 9
=

0+

1
= +∞

:دوشیم رفص ربارب  يازاهب جرخم هک میمهفیم هدشهداد دح زا4 هنیزگ

 :دوشیم کیدزن رفص هب یتمس هچ زا ، يازاهب هدشهداد رسک جرخم هک مینیبب لاح

.دوبدهاوخ تبثم يددع تروص دح هک میریگیم هجیتن و هدش  تروصهب رسک جرخم دح سپ

 .دوشیم  ربارب  حیحص رادقم نیرتمک

227
x =

3

π

a cos −
3

π
sin =

3

π
0 ⇒ −

2

a
=

2

3
0 ⇒ a = 3

x → ( )
3

π +

x → ( ) :
3

π + cos( ) −3
3

π + sin( ) =
3

π + ( ) −3
2

1 − ( ) =
2

3 + ( ) −
2

3 − ( ) →
2

3 + 0−

0−

ax + b ⇒
> 0
x → 3

π + ( ) +3
3

π
b > 0 ⇒ b > ≃

3

−π
−1٫000

b−1

3 هنیزگ 228

⇒{ (0 , 2a) ∈ f

(3a ,0) ∈ f
a =′ =

−3a

2a
− ⇒
3

2
f(x) = − x +

3

2
2a , ⇒{ (0 , 2m) ∈ g

(−m ,0) ∈ g
a =′′ =

m

2m
2 ⇒

g(x) = 2x − m

=
x→−∞
lim

∣f(x)∣
g(x)

=
x→−∞
lim

− x + 2a
3

2

2x − m
=

x→−∞
lim

− x3
2

2x
−3

4 هنیزگ

.دشاب یفنم و یقیقح يددع  یتقو  عبات دح دیاب سپ )تسا یتاثلثم ةریاد مود ۀیحان رد  ( تسا  نوچ

:میراد اههنیزگ یسررب اب

.تسا حیحص  ۀنیزگ سپ

229

=
x→ π−

lim
sin x

f(x)
−∞

sin x =
x→ π−

lim 0+xf(x)x → π−

4 ۀنيزگ: [ ] −
x→ π−

lim
π

3x
3 = [3 ] −− 3 = 2 − 3 = −1

4

. اریز ؛دشاب یفنم یقیقح ددع تسیاب رسک تروص ،تسا  هک دح رادقم هب هجوت اب3 هنیزگ

:اههنیزگ یسررب

230+∞cos x =
x→ 2

π+
lim 0−
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1 ⋅ 2[ ] +
x→ 2

π+
lim

π

x
1 = 1

2 ⋅ [ ] −
x→ 2

π+
lim

π

2x
1 = 0

3 ⋅ [ ] −
x→ 2

π+
lim

π

3x
2 = −1

4 ⋅ 3[ ] +
x→ 2

π+
lim

π

x
2 = +2

:مینکیم هبساحم  ۀطقن رد ار عبات تسار و پچ دح4 هنیزگ 231x = −2π

=
x→(−2π)−

lim
sin x

4 + k[ ]
π
x

=
0−

4 − 3k
+∞ ⇒ 4 − 3k < 0 ⇒ k >

3

4

=
x→(−2π)+

lim
sin x

4 + k[ ]
π
x

=
0+

4 − 2k
+∞ ⇒ 4 − 2k > 0 ⇒ k < 2

کارتشا
<

3

4
k < 2 ⇒ −2 < −k < − ⇒

3

4
[−k] = −2

3 هنیزگ 232

=
x→(−1)−

lim
x − 12

1 − k[x]
=

0+

1 + 2k
−∞ ⇒ 1 + 2k < 0

=
x→(−1)+

lim
x − 12

1 − k[x]
=

0−

1 + k
−∞ ⇒ 1 + k > 0

k < − , k >
2

1
−1 ⇒ −1 < k < −

2

1

⇒
−π < kπ < −

2

π

−1 < cos kπ < 0
} . دنراد رارق تاصتخم یاهروحم موس ۀيحان رد سپ ؛دنتسه یفنم هدشهداد طاقن ضرع و لوط

4 هنیزگ

.دنراد رارق تاصتخم ياهروحم مراهچ ۀیحان رد )( طاقن

233

=
x→2+
lim

x − 42

k[x] − 2
=

x→2+
lim

0+

2k − 2
+∞ ⇒ 2k − 2 > 0 ⇒ k > 1

=
x→2−
lim

x − 42

k[x] − 2
=

x→2−
lim

0−

k − 2
+∞ ⇒ k − 2 < 0 ⇒ k < 2

⇒ 1 < k < 2 ⇒ π < kπ < 2π ⇒ sin kπ < 0

kπ, sin kπ

،دناهدرک حرط ار لاؤس نیا یسرد باتک هب هجوت نودب ناحارط هنافسأتم و تسا هدش فذح باتک زا هک تسا  ماهبا ياراد هدشهداد دح3 هنیزگ 234+∞ − ∞
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.دینک باختنا ار رتشیب ناوت اب تلامج جرخم و تروص زا جودزم داحتا زا هدافتسا زا سپ و هدرک میسقت و برض شجودزم رد ار ترابع ،ماهبا عفر يارب

(2x +
x→−∞
lim ) ×4x + x2

2x − 4x + x2

2x − 4x + x2

=
x→−∞
lim

2x − 4x + x2

4x − 4x − x2 2

=
x→−∞
lim

2x − 2∣ ∣
−

x

−x
=

x→−∞
lim

4x

−x

= −
4

1

4 هنیزگ 235

x→−∞
lim

x

f(x)
=

x→−∞
lim

x

x − 4x + x2 رتشيب ناوت
x→−∞
lim

x

x − 4x2

=
x→−∞
lim

x

x − 2∣ ∣x

−

=
x→−∞
lim

x

x + 2x
=

x→−∞
lim

x

3x
= 3

1 هنیزگ 236

x→∞
lim

4x − 12n

ax − 3
x − 12

رتشيب ناوت

x→∞
lim

4xn

ax n=1 =
x→∞
lim

4x

ax
=

4

a

6

1
→ 6a = 4 → a =

3

2

x→3
lim

4x − 12

x −3
2 3

x − 12

=
0

0 HOP

x→3
lim

4

−3
2

3 3 (x −1)2 2

1(2x)

=
4

−3
2

12
6

=
4
6
1

=
24

1

.تسا  هک مینادیم1 هنیزگ 237( ) کي زا رتگرزب ددع= −∞ 0

n→+∞
lim

2 + 3 × 22n+1 1−2n

2 − 22n+1 1−2n

= =
n→+∞
lim

2 + 02n+1

2 − 02n+1

1

2 هنیزگ 238

x→∞
lim

ax + 7x − 23 2

4x − 6x + 1n 2

====
رتشيب ناوت

x→∞
lim

ax3

4xn

====n=3 =
x→∞
lim

ax3

4x3

=
a

4
2 → a = 2

x→ 2
1

lim
2x + 7x − 23 2

4x − 6x + 13 2

=
0

0 HOP

x→ 2
1

lim
6x + 14x2

12x − 12x2

= =
+ 7

2
3
3 − 6

=

2
17
−3

17

−6

.تسا  هک مینادیم2 هنیزگ 239( ) کي زا رتگرزب ددع= −∞ 0

n→+∞
lim

2 × 3 + 32n −2n+1

3 − 22n −2n+1

= =
n→+∞
lim

2 × 3 − 02n

3 − 02n

2

1

هداس میاهتفرگ روتکاف ،اهرسک جرخم زا هک ییاه اب و هدرب اهلاکیدار ریز هب ار  ترابع و میریگیم كرتشم جرخم اهلاکیدار زا کیره ریز ادتبا4 هنیزگ

:مینکیم

.دیسر باوج هب ناوتیم ترابع يزاسهداس اب اما تسا میدق ماظن هب طوبرم هک تسا  ماهبا عفر عقاو رد

240xx

x→+∞
lim x ( −

x + x2

2x + 1

x + x4 2

1 ) = =
x→+∞
lim ( −

x + 1

2x + 1

x + x3

1 ) −2 0 = 2

0 × ∞
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جوز ددع  عومجم : :مینادیم2 هنیزگ

.مینکیم هدافتسا ناوترپ ةدعاق زا سپ تسا هدش هتساوخ تیاهنیب یفنم رد عبات دح نوچ

میهاوخ و دوشیم جراخ تبثم قلطم ردق لخاد زا ترابع دوریم  هکنیا هب هجوت اب دشاب  رگا یفرط زا .تسا  هک تسا حضاو

. سپ تسا تسردان هک  تشاد

241=

nات

2 + 4 + 6 + ⋯ + 2n n ⋅ (n + 1)n

x→−∞
lim

a x49 k

50
a x2+4+⋯+100 2+4+⋯+100

=
x→−∞
lim

a x49 k

50
a x50×51 50×51

= =
x→−∞
lim

a x49 k

∣a x ∣51 51

−1

k = 51a = −1x → −∞

a =2 −1a = 1

⇒ =
x→−∞
lim

a x49 k

−a x51 51

−1 ⇒ a =2 1
a>0

a = 1

4 هنیزگ 242

x→−∞
lim

x

+ − xx − x + 14 2 x + 12 2
رتشيب ناوت

x→−∞
lim

x

+ − xx4 x2 2

=
x→−∞
lim

x

x + ∣x∣ − x2 2

=
x→−∞
lim

x

∣ ∣x

−

= =
x→−∞
lim

x

−x
−1

:میراد و تسا  رباربً اقیقد  رادقم  رد3 هنیزگ

ینعی لاکیدار ریز ترابع و دوش رفص مه تروص دح دیاب سپ ،تسا  یهانتم ددع ربارب دح لصاح نوچ و تسا رفص ربارب  رد جرخم دح

.دشاب  مرف هب دیاب 

.میباییم ار  لصاح لاح

243x → 1+[x]1

(4 −
x→1+
lim [x])g(x) = (4 −

x→1+
lim 1)g(x) = g(x) =

x→1 3+
lim 6 ⇒

x→1+
lim g(x) = 2 ⇒ =

x→1+
lim

∣x − 1∣
ax + bx + c2

2

x → 1+2

ax +2 bx + ca(x − 1)2

=
x→1+
lim

∣x − 1∣
a(x − 1)2

=
x→1+
lim

∣x − 1∣
∣x − 1∣ a

=a 2 ⇒ a = 4

x→+∞
lim g(x)

=
x→+∞
lim

∣x − 1∣
4x + bx + c2

x→+∞
lim

x − 1

4x2

=
x→+∞
lim

x

2∣x∣
= =

x→+∞
lim

x

2x
2

1 هنیزگ

:میراد و دشاب  دیاب سپ ،تسا  ربارب قوف دح نوچ هک تسا صخشم

.مینکیم هبساحم ار لاؤس تساوخ لاح

244

=
x→+∞
lim

x + 2

f(x)
=

x→+∞
lim

x + 2

ax + x + 12

x→+∞
lim

x

ax2

2

1
a > 0

=
x→+∞
lim

x

∣x∣ a

x→+∞
lim

x

x a
= =a ⇒

2

1
a =

4

1

x → −1 ⇒− x < −1 ⇒ >
x

1
−1 ⇒ =[

x

1] −1

f(x) =
x→−1−

lim [
x

1] −
x→−1−

lim f(x) =
x→−1−
− lim x + x + 1

4

1
2 = − (−1) + (−1) + 1

4

1 2 = =
4

1
−
2

1
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3 هنیزگ 245

f عبات⇒ (0, 3m)(m,0)

⇒ f(x) = −3x + 3m

g (4,0)(−3,0) عبات⇒ g(x) = x −
4

3
3

=
x→−∞
lim

x − 34
3

∣ − 3x + 3m∣
=

x→−∞
lim

x4
3

−3x
−4

:میراد ضرف قبط3 هنیزگ

:میراد  رد دح ياهيربارب قبط

246

f(x) =
cx + d

ax + b g=
f
1

g(x) =
ax + b

cx + d

هتکن: ⎩⎨
⎧ f (x) =−1

cx − a

−dx + b

g (x) =−1

ax − c

−bx + d

(x → −∞)

=
x→−∞
lim

g (x)−1

f(x)
x→+∞
lim

g(x)
g (x)−1

⇒ =
−

a

b
c

a

⇒

a

c

−
a

b

=
a2
b2

1 ⇒ =
a

b
±1

لاؤس هتساوخ: f (x) =
x→0+
lim −1 =

x→0+
lim

cx − a

−dx + b
=

a

−b
1 اي(1−)

4 هنیزگ 247

=
x→ 2

1 +
lim

1 − 2x

a + 3[−x]
−∞ ⇒ =

1 + 2( )
2

1+

a + 3 −( )[
2

1+ ]
−1

=
1 − 1+

a − 3
=

0−

a − 3
−∞

⇒ a − 3 > 0 ⇒ a > 3

[ −
x→ 2

1
lim

a

x
a] = [ −

a
2
1

] =
2

1
[ −
2a

1
]

2

1

a > سپ تسا3 نوچ
تسا رفص زا رتکچوک تکارب لخاد ترابع

[(− ) ] =
2

1 − −1
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